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Introduction

L’étude du raisonnement et de sa mécanisation font ’objet de nombreuses recherches en informa-
tique incluant les recherches en intelligence artificielle et en preuve automatique de théorémes.

Un théoréme est une formule valide dans toute interprétation qui admet toujours une preuve
formelle. Une méthode de preuve de théoréme nécessite un encodage des lois logiques qui doit s’ac-
compagner de stratégies pour guider la recherche des meilleures déductions. Toute stratégie est ainsi
spécifiée par un systéme d’inférence qui permet de déduire de nouvelles formules des formules exis-
tantes et un plan de recherche qui choisit la régle d’inférence et les prémisses pour la prochaine étape
de déduction. Malgré le nombre des méthodes pour prouver qu’un formule est un théoréme, il n’existe
pas d’algorithme qui puisse déterminer si une formule est un théoréme mais seulement des procédures
qui s’arrétent sur succés uniquement sur des théorémes. Les techniques de preuves de théorémes se
sont développées dans différentes directions, comme les réfutations causales, les preuves par réécriture
et les preuves linéaires « a la Prolog». Pour démontrer un probléme, on peut ainsi procéder par réfu-
tation, c’est-a-dire montrer 'incohérence de sa négation, en déduisant une formule contradictoire de
cette derniére. La régle de résolution, par exemple, est une régle d’inférence utilisant la réfutation pour
la logique du premier ordre. Ce rapport présente une méthode de preuve automatique de théoréme
favorisant 'usage d’égalités et de la réécriture.

L’une de ces procédures est la procédure de complétion de Knuth-Bendix [10], qui est une procédure
de semi-décision en preuve automatique de théoréme. En effet, étant donné un ensemble d’égalités F
et un but s = ¢, elle semi-décide si s = ¢ est un théoréme de F. La méthode nécessite la connaissance
d’un ordre de simplification orientant les égalités de E. La procédure échoue si une égalité ne peut
étre orientée, sinon elle construit un systéme de réécriture R confluent & partir de F. Les deux termes
s et t sont égaux s’ils se réécrivent en un méme troisiéme terme en utilisant les régles de réécriture de
R. Une extension de la procédure de Knuth-Bendix est la procédure de Knuth-Bendix ordonnée, qui
elle, n’échoue pas sur des égalités non orientables. La complétion sans duplication est une implémen-
tation de la procédure de Knuth-Bendix utilisant les graphes. L’ensemble des égalités a compléter est
représenté par un graphe avec un partage des structures maximum. Les sommets de ce graphes sont
les symboles du systéme de réécriture et les arcs représentent la relation de sous-terme, de réécriture,
d’unification et d’orientation. Les inférences de la complétion de Knuth-Bendix sont implantées par
des transformations locales de ce graphe.

La taille de ’espace de recherche en preuve automatique de théoréme et le désir de résoudre de
plus en plus de problémes ont suggéré 1'utilisation du parallélisme. Les recherches, dans ce domaine,
sont peu nombreuses mais 'utilisation du parallélisme en preuve de théoréme a été encouragée par
les différentes possibilités de parallélisation. Nous proposons, dans ce rapport, un modéle concurrent
de la complétion sans duplication, qui ne concerne que la complétion d’un systéme de réécriture clos.
Ce modéle utilise tous les principes de la complétion sans duplication séquentielle en les adaptant.
Dans notre modéle concurrent, chaque nceud du graphe est implanté par un processus travaillant de
maniére asynchrone et chaque arc est implanté par un lien de communication. De plus, il exploite un
parallélisme de granularité fine utilisant une stratégie basée sur la contraction, selon la terminologie
de Hsiang-Bonacina [3].

Ce rapport présente d’abord quelques définitions des termes utilisés en preuve de théorémes no-
tamment une description de la complétion de Knuth-Bendix base théorique de notre travail (chapitre



1). I fournit ensuite un bref survol des prouveurs de théorémes automatiques paralléles et de leurs
différentes possibilités de parallélisation (chapitre 2). Les principes et quelques propriétés de la com-
plétion sans duplication sont ensuite décrits (chapitre 3). Enfin, 'adaptation de la complétude sans
duplication & la complétion sans duplication concurrente, et une implémentation parallele, COCSAD,
avec quelques résultats expérimentaux et des directions de recherches sont proposés (chapitre 4).



Chapitre 1
Préliminaires

Dans cette partie, nous allons introduire la logique équationnelle ainsi que les systémes de réécriture
et donner un support technique et théorique pour la complétion sans duplication.

1.1 Définitions de base

Dans cette section, nous définissons des concepts et des notations généraux. On se donne un
ensemble F' de symboles de constantes et de fonction avec leur arité respective ainsi qu’un ensemble X
de variables. T(F, X) est ’ensemble des termes construits & partir de F' et X. Un terme est dit clos
s’il ne contient pas de variable. L’ensemble des termes clos est 7(#'). Un terme s est un sous-terme
d’un terme ¢ s’il apparait dans {. On note: s = {), pour spécifier que s est un sous terme de ¢ & la
position p, avec p une chaine d’entiers naturels qui décorent les arcs du chemin partant de la racine
de ’arbre représentant ¢ jusqu’a la racine de ’arbre représentant s. Une autre notation est : s[t],.

Sur les termes, on définit la notion de substitution. Une substitution o est une application de
X dans T(F, X) telle que pour un nombre fini de variables z de X zo # z . Le domaine de o est
donné par: dom(o) = {z|zoc # z}. Le co-domaine de o est défini par: ran(o) = {zo|zoc # z}. On
se placera dans le cas oi ran(o) N dom(o) = (. Une substitution de renommage o est une bijection
telle que Va,y € dom(o),z0 # yo, et dont le co-domaine est inclus dans I'ensemble des variables X .
On définit également 'unification entre deux termes. Un probléme d’unification est de déterminer si
deux termes s et ¢ sont unifiables c’est-a-dire s’il existe une substitution o tel que so = {o. En général,
on essaie de trouver une substitution ¢ appelé unificateur le plus général (pgu). J.A. Robinson et
Herbrand ont été i l'origine du premier algorithme pour trouver le pgu dans le cas de 'unification
syntaxique c’est-a-dire 'unification dans la théorie vide, qui est la seule a laquelle on s’intéresse dans
ce dossier. Un autre probléme est celui du filtrage, dans lequel il s’agit de déterminer si un terme s
filtre un terme ¢, c’est-a-dire s’il existe une substitution o telle que so = t.

On se donne également un ensemble de symboles de prédicats P. Un atome est construit sur P,
X et F. Un littéral est un atome ou la négation d’un atome. Le symbole d’égalité = est un symbole
binaire de prédicats spécial représenté en notation infixée. Un axiome ou une égalité s’écrit s = ¢ ou
s et ¢ sont des termes. Une équation est notée s =’ . Une signature ¥ = (S, F, P) est tel que: §
est un ensemble de sortes, F’ est un ensemble de symboles de fonctions et P un ensemble de symboles
de prédicats.

1.2 La réécriture

Une des relations binaires importante sur les termes est la relation de réécriture, et c’est & celle-ci
que nous allons nous intéresser maintenant. Une étude de la réécriture se trouve dans [5].



1.2.1 Deéfinitions de base
Définition 1

o Une relation binaire — sur l’ensemble des termes est une relation de réécriture si s — ¢
implique u[so] — u[to] pour tous termes s, t, u et toute substitution o.

e — est dite bien-fondée s’il n’existe pas de séquence infinie tg — t1 — .. ..

A la différence des axiomes égalitaires qui ne sont pas orientés, 1’idée centrale de la réécriture est
d’imposer un sens d’utilisation aux égalités. Une régle de réécriture est donc une égalité orientée.

Un systéme de réécriture est un ensemble de régles de réécriture.

Définition 2 Un systéme de réécriture R définit une relation de réécriture — g sur les termes comme
suit : s —p t s"il existe une régle | — r dans R, une substilulion o el une posilion p telles que : s, = lo
et t = s[roly.

On définit la forme normale d’un terme s ou on dit que s est irréductible, s’il n’existe plus de
terme ¢ tel que s se réécrit en t.

Une substitution o est dite normalisée par rapport & R si zo est en forme normale pour tout z
appartenant au domaine de o.

Nous avons parlé d’orientation sans en définir les principes, nous allons maintenant les définir. Un
axiome [ = r est transformé en la régle de réécriture [ — r si [ > r pour un ordre de réduction >.

Définition 3
e Un ordre est une relation binaire réflexive, antisymétrique et transitive.
On définit les propriétés suivantes pour un ordre = sur les termes:

e Un ordre est total, si pour deuz élémenls distincls s el t, on a soil s =, soill » s. F'n général,
lordre est partiel.

e Un ordre est bien-fondé, s’il n’existe pas de chaine infinie sg > $1 > ... > Sp .. ..
e Un ordre est monotone si s > t = u[s| = u[t] pour tout terme u.

e Un ordre est stable, si s =1 = so > to pour toule substitution o.

e Un ordre a la propriété de sous-termes si t[s] > s pour tous termes t et s.

e Un ordre de réduction est monotone, stable et bien-fondé.

e Un ordre de simplification est un ordre de réduction possédant la propriété de sous-terme.

Remarque 1 La monotonie, la stabilité et la propriété de sous-termes impliquent la propriété de
bien-fondement.

1.2.2 Propriété des systémes de réécriture

Nous énoncons & présent quelques propriétés d’un systémes de réécriture R.

e Un systéme de réécriture est dit clos si les régles ne contiennent que des termes clos.

e Un systéme de réécriture est linéaire gauche si aucune variable n’apparait plus d’une fois du
coté gauche des régles.



e Un systéme de réécriture a la propriété de Church-Rosser si pour tous termes set ¢, s <35 ¢
implique Ju,s =% u 5 t, avec 3R, la cloture symétrique de =g, =5, la cloture transitive et
réflexive de — g, et <3}, la cloture symétrique, transitive et réflexive de —g.

e Un systéme de réécriture est localement confluent si pour tous termes set {,s wptet s —-pt’
implique qu’il existe u tel que t =7 u et t' =7 u.

e Un systéme de réécriture est confluent si pour tous termes s et ¢, s =75 ¢ et s =} ¢’ implique
qu’il existe u tel que t =3 u et s =% 1.

e Un systéme de réécriture est canonique s’il posséde la propriété de Church-Rosser et qu’il
termine. De tels systémes définissent des formes normales uniques. Pour toute régle de réécriture
[ — r appartenant & R, [ est une forme normale par rapport & R.

1.2.3 Propriété particuliére: terminaison des systémes de réécriture

Le probléme de la terminaison des systémes de réécriture est un probléme indécidable méme si R
ne contient qu’une seule régle.

Définition 4 La relation binaire —pg termine (on dit qu’elle est bien fondée) s’il n’existe pas de
chaine infinie ty - pty —>Rr ...l =R ... pour un terme t1 du langage.

Définition 5 Un systéme de réécriture R termine pour un ensemble de terme si la relation de
réécrilure —p lermine.

Meéme si le probléme de la terminaison est indécidable, il existe différentes méthodes pour établir
qu’un systéme de réécriture termine. Notamment, la terminaison d’un systéme de réécriture R est
assurée lorsque toutes les régle de R peuvent étre orientées avec le méme ordre de réduction. Réci-
proquement, si R termine, alors la relation —>]‘§, qui est la cloture transitive de —p, est un ordre de
réduction.

Nous donnons, & ce titre, la définition de l'ordre de simplification LPO (Dershowitz). Cet ordre
constitue une base théorique pour I’étude de la terminaison puisque c’est aussi un ordre de réduction.
On choisit un ordre > partiel appelé précédence sur F. On dit que le terme s = f(s1,...,s,) est plus
grand que le terme ¢ = g(t4,...,%,) si et seulement si une des conditions suivantes est vraie:

o Ji,1<i<m,s; oy

e [>getVj, 1<j<m,s=Py

o [ =9, (s1,...,5,) >§£g (L1, tn) et Vi, 1 <5 < m, s =70 ;. >§§; est I’extension lexicogra-
phique de =7°. On a: (sy,...,5,) >§§; (L1, ..y tn) sic 3g, 85 =Pt et Vi, i < j, 8 = ;.

Lorsqu’un systéme termine, tout terme a au moins une forme normale.

1.2.4 Reéécriture avec contraintes

La déduction automatique a motivé l'utilisation la réécriture avec contraintes [9] [8] qui est I'un
des moyens de limiter I’espace de recherche d’une preuve. L’intérét des contraintes est également de
montrer explicitement les étapes du calcul symbolique spécialement pour 'unification et 'orientation,
de modulariser la déduction et en particulier de mieux controler le calcul en retardant la résolution
d’un probléme complexe, de schématiser un ensemble d’objets et enfin de donner un grand pouvoir
d’expression.

Une contrainte est une formule du premier ordre construite sur un ensemble de symboles de
fonctions F et un ensembles de symboles de prédicats P. Ces derniers sont utilisés pour construire des



contraintes élémentaires. Les contraintes élémentaires sont alors combinées avec des quantificateurs et
des connecteurs logiques.

Exemple 1 Si P = {=,#, >}, les contraintes élémentaires sont les équations, les diséquations et les
inéquations.

Une régle de réécriture contrainte a la forme suivante: [ — r || ¢. Elle schématise toutes les régles
de réécriture o(l) — o(r) ol ¢ est solution de la contrainte ¢. La résolution de la contrainte ¢ dépend
du domaine ou 'on se trouve. Dans ce rapport, nous ne traiterons que les égalités et les régles de
réécriture contraintes par des équations & résoudre grace i l'algorithme d’unification syntaxique.

Exemple 2 f(z) — a || # € B avec B un ensemble tel que B = {bg,b1} schématise les régles de
réécriture f(bg) — a et f(by) =+ a

La réécriture avec contrainte [9] est décrite par la définition suivante:

Définition 6 Soit un ensemble CR de régles de réécritures contraintes, un terme t se réécrit en un
terme t', noté t —cp t', s’il existe une régle de réécriture contrainte | — r || ¢ dans CR, une position w
dans t et une substitution o, telles que t),, <* a(l), o est une solution de la contrainte c et 1’ = t[o(7)].,.

La réécriture avec contraintes sera utilisée dans la section A.

1.3 Preuve de théoréme en logique équationnelle

Le probléme de la preuve ou démonstration de théoréme en logique équationnelle consiste & trouver
une preuve d’une égalité s = {. Il comporte en entrée un ensemble d’axiomes F, un but s = { sur une
signature Y. En sortie, on veut la réponse i la question: s = { est-elle une conséquence de E7 Le but
A prouver peut étre quantifié. Si le but a la forme Va,s = ¢, il s’agit de montrer que le but posséde
une solution pour chaque substitution de la variable z. Par contre, si le but a la forme Jz,s = ¢, il
s’agit de montrer que le but posséde au moins une solution. L’étude, dans ce dossier, concerne les buts
universels. Le probléme de preuve de théoréme est indécidable, néanmoins il existe des procédures de
semi-décision qui s’arrétent avec succés uniquement sur des théorémes. La procédure de complétion
de Knuth-Bendix [10] en est un exemple et est étudiée ci-dessous. Une méthode de preuve utilise en
général un ensemble de régles d’inférence I et un plan de recherche P. Les régles d’inférence spécifient
les conséquences qui sont immédiatement déductibles des données, et le plan de recherche spécifie sur
quelles données et dans quel ordre sont appliquées les régles d’inférence. Pour chaque méthode de
preuve, se posent les deux problémes suivants [13]:

e Le probléme de la correction : toute formule qui n’est pas un théoréme n’admet pas de preuve.

e Le probléme de la complétude : peut-on donner une preuve de toute formule qui est un théoréme?

1.3.1 Preuve par réécriture

Pour démontrer qu'une égalité est un théoréme, il existe différentes méthodes, la résolution de J.A.
Robinson (1965) d’aprés les travaux de Herbrand en est une, mais ici nous nous intéresserons qu’a la
relation réécriture-preuve de théoréme [5].

Définition 7 Une preuve en « vallée » ou par réécriture d’une égalité s = 1 pour un systéme de
réécriture R a la forme s =% u <5 t o u est un terme atteint en réécrivant les termes s el t.

Pour que cette méthode de preuve soit compléte, il faut que "application des régles de réécriture
termine et que deux termes égaux puissent se réécrire en un troisiéme, ce qui est la propriété de
Church-Rosser pour les systémes de réécriture. La méthode est correcte, si deux termes, qui ne sont
pas égaux, ne peuvent pas se réécrire en un méme troisiéme terme.



1.3.2 Complétion de Knuth-Bendix

En utilisant la procédure de complétion de Knuth-Bendix, s = ¢ est une conséquence logique d’un
ensemble d’axiomes (orientés ou non) E si la complétion de E termine en un temps fini, produit un
systéme de réécriture R confluent terminant et si la forme normale de s par rapport & R est égale
4 la forme normale de ¢ par rapport a R. La complétion apparait donc comme un pré-traitement
de I’ensemble des égalités E ot 1’on ne s’intéresse pas, dans un premier temps, a 1’égalité & prouver.
Ce pré-traitement est basé sur deux étapes: la génération de paires critiques et la simplification des
termes par rapport & un ordre de simplification, en 'occurrence LPO.

Paires critiques

Définition 8 (Knuth-Bendix 1970) Sil — r et s — t sonl deuz régles de réécriture d’un systéme
de réécriture R avec des variables différentes ou renommées , si p est une position non variable d’un
sous-terme de s et p est le plus grand unificateur de s, et I, alors tu = su[ru], est une paire critique
formée a partir de ces régles.

Exemple 3 Soit la régle associativité : (z +y) * 2 = x * (y * 2). On peut superposer celte régle sur
elle méme. Ainsi le terme ((z1%yl)* 21) % 22 se réécrit en: zl+ (yl*2z1))x22 et (zlxyl)* (21x*22).
Ces deux derniers termes irréductibles, par rapport a associativité, forment une paire critique.

CP(R) est I'ensemble des paires critiques entre les régles non nécessairement différentes d’un
systéme de réécriture R.

Systéme d’inférences

Nous allons définir dans cette partie le systéme d’inférences qui réalise la complétion d’un systéme
de réécriture. Un systéme d’inférences, dans le cas de la complétion standard, est une relation binaire
(E,R) avec E un ensemble d’axiomes non orienté et R un ensemble des régles. Les inférences sont
décrites par rapport & un ordre de réduction > et > ’ordre bien fondé pour les régles définies comme
suit:s > il —rsi: (i) s> ,ou(2)s=1lett>r.>> est défini par: s > [ s’il existe un sous-terme
s’ de s et une substitution o telle que s’ = lo.

Le systéme d’inférences que nous proposons est conforme a la présentation de Bachmair (1986). 11
est défini comme suit :

Deduce: (E,R)F(EUs=1,R)sis=1te CP(R).

Orient: (FUs=1{,R)F (E;RUs —1{)sis> L.

Delete: (FUs =s;R) - (E,R)

Compose: (EF;RUs —{)F (E;RUs — u) tel quet —pu

Simplify: (EUs=4;R)F (FUs=u,R)sit—pu

Collapse: (E,RUs —»{)F (EUv =1;R)sis »pvavecl —»ravecs > (> —r

= (
= (

Deduce calcule les paires critiques d’un ensemble de régles. Une autre maniére, plus opérationnelle,
de voir cette régle d’inférence est la suivante :

s—1 uls'] =t/

avec 0 = pgu(s,s’).
Orient transforme une égalité orientable en régle de réécriture. Compose, Simplify, Collapse sont

des régles de simplification qui réduisent les termes des régles. Delete efface les égalités triviales dont
la contribution & une preuve équationnelle serait inutile.



A partir de ce systéme, on a la définition d’une procédure de complétion.

Définition 9 Une procédure de complétion est un programme qui partant d’un ensemble fini
d’égalités Eqg, de régles Rg el d’un ordre de réduclion > contenant Ry, construil une dérivation
(Eo, Ro)F (E1, Ry) F ... (B, Ry) ... suivant les régles d’inférence précédentes.

Complétion ordonnée

La complétion sans échec ou complétion ordonnée [1] est une extension de la complétion. Dans le cas de
la complétion standard, un ordre de réduction donne une direction aux égalités de E. La procédure de
complétion peut échouer dans la recherche d’un systéme de réécriture canonique méme si un tel ordre
est fourni. Ce cas d’échec a lieu lorsqu’une paire critique non orientable est générée. La complétion
ordonnée, utilisée dans la section A, ne s’arréte pas sur une égalité non orientable. Elle peut terminer
sans que l’ensemble des égalités ne soit vide et construit un systéme canonique dans tous les cas ou
cet ensemble existe.

Dans le cas de la complétion ordonnée, la notion de paire critique est étendue aux égalités.

Définition 10 Soit g = d et | = r deux égalités de E avec des ensembles disjoints de variables. S’il
existe une position w dans g lelle que g, n’est pas une variable, g, et l sont unifiables avec un p.g.u.
o, et si de plus od } og et or } ol alors (og[r],,od) est une paire critique ordonnée de g = d et | = r.

OCP(E) est I'ensemble des paires critiques ordonnées entre deux égalités de E.

Les inférences sont décrites par rapport & un ordre de réduction >. Un ordre est nécessaire pour
I'inter-réduction des égalités >, il est défini par:p=¢ > g=dsip>goup=get g > d.

Le systéme d’inférences est le suivant :

Deduce: EUEUs=1tsis=1te€ OCP(E).

Delete: FUs=sF FE

Collapse: FUs =1{F EUwv =15si s se simplifie en v par une égalité g =dde Eets=1{>g=4d

Une procédure de complétion qui considére toutes les paires critiques produit un ensemble de
réécriture ordonné qui est Church-Rosser sur les termes clos par rapport & U'ordre de réduction >.

Théoréme 1 Soit Py = E l'ensemble d’équations de départ et > un ordre de réduction qui peut étre
étendu a un ordre de réduction total sur les termes clos >. St Py = Py F ... est une dérivation, alors
P est Church-Rosser par rapport a > sur les lermes clos.

Propriétés de la complétion

Nous allons énoncer les différentes propriétés de la procédure de complétion de Knuth-Bendix.

e Equité (fairness) Nous dirons qu’une dérivation est équitable si: C'P(U;>0N;>i ;) C Uiso Ei-
L’équité pour la complétion consiste donc & prendre en compte toutes les paires critiques et
toutes les égalités. Cette définition est également valable dans le cas de la complétion sans échec.

e Complétude (Knuth-Bendix 1970) La complétion standard, si elle ne s’arréte pas sur une
égalité non orientable, est compléte s’il existe une étape n ot F, est vide et R, est un systéme
de réécriture canonique; dans ce cas R, est un systéme de réécriture confluent. En fait, si
toutes les paires critiques possibles ont été considérées, dés que F,, = ¢, on peut assurer que
R,, est canonique (voir Théoréme 2). De plus, le systéme étant confluent, il n’existe pas deux
termes irréductibles différents équivalents. La complétion sans échec est compléte si I’ensemble
des égalités obtenu est confluent.



Théoréme 2 L’ensemble final des régles d’une dérivation équitable est canonique si [’ensemble
final des éqgalités est vide.

e Correction (Soundness) (Huet 1981) La complétion fournit un ensemble de régles ou d’axiomes
logiquement équivalents a I’ensemble d’égalités de départ.

Exemple

Le plus connu des exemples de complétion est celui de la théorie des groupes. On part des trois
axiomes: (1) exz=a, (2) a2 lxz =eet (3) (z*y)*2z=ax*(y*2).

Aprés complétion, on obtient le systéme de réécriture R canonique et confluent suivant: exz — x,
7hxar e (zry)rz s ax(y*xz), s x(zxy) Dy, vxe >z, et —e (a7 s azxaTl e,
e (7 xy) =y, (zxy) =5y tral.

Si on veut prouver que (z71 % (z xy))™! = (27! xy)~! x 271, on montre que chaque membre de

légalité se réécrit en y= 1.

Complétion basique

Une autre extension de la complétion est la complétion basique. Elle a ’avantage, comme les régles
de simplification, de réduire I’espace de recherche. En effet, le but est de ne pas superposer dans les
contraintes. Les régles et les égalités sont contraintes par des conjonctions d’équations représentant le
probléme d’unification & résoudre, mais pour que la méthode soit compléte les régles ou égalités de
départ ne doivent pas étre contraintes. La régle Deduce est, dans ce cas, donnée par:

(=012 (us]=1)] @
(u[t] =) || s =" s APy A By

1.3.3 La redondance

Nous ne donnerons qu’une idée de ce qu’est la redondance en démonstration automatique de
théoreme [2]. Cette notion sera utilisée dans la section 3.2.1. L’intérét de ’étude de la redondance des
éléments dans une dérivation de preuve de théoréme réside dans 'importance des régles de contraction
c’est-a-dire les régles de simplification, de subsumption .... Iidée de la redondance est de de ne pas
utiliser tout ce qui ’est pas nécessaire d la preuve notamment tout ce qui peut étre impliqué par des
éléments plus petits de ’espace de recherche. Ainsi, ’espace de recherche de la preuve est réduit. Dans
la procédure de complétion de Knuth-Bendix, les régles de simplification représentent des régles de
contraction. Nous donnerons dans ce qui suit les critéres de redondance qui s’appliquent au probléme
que nous allons traiter, & savoir la complétion sans duplication.



Chapitre 2

Preuve de théoréme et déduction
automatisées paralléles

La preuve de théoréme est soumise & un grand indéterminisme, c’est pourquoi elle est inévitable-
ment confrontée & une explosion combinatoire. L’énorme espace de recherche et le désir de résoudre
de plus en plus de problémes ont suggéré 1’utilisation du parallélisme. Cette utilisation en preuves de
théoréme a été encouragée par les différentes possibilités de parallélisation.

Le but de cette partie est un survol des différentes preuves de théoréme paralléles. Nous les présen-
terons en classifiant les différentes approches. Une classification semble importante pour délimiter les
approches et ainsi apporter une aide conceptuelle de décision pour des projets et estimer les propriétés
d’un systéme de preuve de théoréme. Nous donnerons deux classifications, I’'une qui distingue paral-
lélisme partitionné et parallélisme compétitif [14], autre qui s’appuie sur le grain du parallélisme [3].
Nous décrirons ensuite deux prouveurs de théoréme paralléles en nous attachant a les ranger dans leur
catégorie. Nous ne nous attarderons pas, dans cette partie, sur les prouveurs de théoréme utilisant la
réécriture.

2.1 Différents schémas de classification des systémes de preuve de
théoréme paralléles

Plusieurs niveaux de classification sont possibles, notamment le niveau d’implémentation (type de
mémoire utilisée, nature des communications: synchrone, asynchrone, ...) mais nous nous intéresse-
rons plus & un niveau spécifique aux preuves de théorémes.

2.1.1 Parallélisme ET et parallélisme OU

La distinction entre le parallélisme ET et le parallélisme OU s’appuie sur les arbres ET-OU.

Considérons un systéme dont la génération de modéles est parallélisée en cherchant différents
modéles de fagon concurrente. S’il est suffisant de trouver un seul modéle, il s’agit de parallélisme OU.
En parallélisme ET, on doit vérifier tous les modéles.

Cette classification ne convient pas a la preuve de théoréme car certaines opérations de preuve de
théoréme ne sont pas exprimables avec des arbres ET-OU.

2.1.2 Classification par stratégie et granularité

Cette partie propose une classification du parallélisme relatif aux stratégies due & Maria Paola
Bonacina [3], et pose en méme temps tous les probléemes du parallélisme appliqués & la preuve de
théoréme.
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Conflits

L’un des probléme du parallélisme qui mérite d’étre soulevé ici est le probléme des conflits. On dit

que deux processus sont en conflit s’ils doivent accéder & la méme donnée.

Trois sortes de conflits émergent :

write-write : deux processus veulent réécrire la méme clause?! .

read-wrile 1: ¢ est réécrit pendant qu'un autre processus la lit pour une étape de contraction 2.
C’est un probléme de cohérence de I'information.

read-write 2 : @ est réécrit pendant qu’un autre processus veut la lire pour une étape d’expansion.

Classification par stratégies

Il y a trois catégories de stratégies :

stratégie orientée réduction de sous-buts

Cette stratégie est présente dans PROLOG. Le but & résoudre est réduit jusqu’a ce qu’une
solution soit obtenue, Une dérivation avec cette stratégie a la forme suivante: (So; ¢o; Ag)
<o (95 @i Ap) - - - avec @; le but courant, A; ses ancétres, S; = S;41 Vi 'espace de recherche
initial (ou base de données). Les régles du probléme de départ sont inchangées méme pendant
la phase de preuve. La base de données qui contient les régles et les faits est statique. Ainsi, il
n’y a pas de conflit lorsque 1’on utilise la base de données.

stratégie orientée expansion

Cette stratégie autorise "application des régles de contraction seulement aprés ’application des
régles d’expansion. Avec cette stratégie, une dérivation aura la forme suivante: (Sp, No) F---
(Si, Ni)---avec 99 C --- C §; C --- avec N;: ensemble des nouvelles clauses, ¢ est générées a
partir de deux éléments de 5;, ¥ est ensuite mise en forme normale par rapport a 5;. Il s’agit de
contraction avant (ou forward contraction). La base de données n’est plus statique, elle augmente
de fagcon monotonique & cause des régles d’expansion. Les conflits d’accés & cette base de données
apparaissent lors d’une phase write-write.

stratégie basée contraction

On fait de la contraction avant et arriére. Une dérivation concernant cette stratégie a la forme
suivante: Sg F Sy F -+ 9;F -+~ avec R(Sp) C --- C R(S5;) C ---. ¥ nouvelle clause générée est
obtenue & partir de deux éléments de S;, R est un critére de redondance, S; Uy = S;41 et ¢ est
mise en forme normale et utilisée pour réduire tous les éléments de la base de données. La base
de données est hautement dynamique, ce qui pose des problémes en parallélisme pour 'accés a
cette base.

Granularité du parallélisme

La granularité est représentée par un grain de la mémoire et ses droits d’accés. La granularité du

parallélisme permet de le classer en trois catégories:

o granularité fine: il s’agit de la granularité au niveau du terme. Le terme est distribué aux

processus, chacun représentant un sous-terme. Un processus ne peut réaliser qu’une sous-tache
d’une inférence, les communications entre processus sont donc trés importantes.

1. Une clause est une disjonction de littéraux
2. Une étape de contraction (d’expansion) est Papplication d’une régle de contraction (d’expansion). Une régle d’ex-
pansion est une régle telle que la paramodulation. Les régles de simplification sont incluses dans ’ensemble des régles de

contraction.
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e granularité moyenne : il s’agit de la granularité au niveau de la clause. On partitionne les données
en distribuant une clause aux processus. Les processus peuvent réaliser une étape d’inférence.

e granularité forte : des processus paralléles concurrents asynchrones cherchent une solution chacun
de leur c6té. Sil'un des processus arrive a un succés, la phase de calcul termine en succés. L’espace
de recherche représenté par l’ensemble des clauses est partagé aux processus. Un processus
développe sa dérivation en communiquant avec les autres.

Les différentes granularités ont des approches différentes face au probléme des conflits. Souvent,
pour régler les conflits, on passe d’une granularité & une autre. La granularité d’un systéme est donc
un choix important a faire pour le modéle de parallélisme que ’on veut réaliser. De plus, d’aprés [3],
il semble que les stratégies orientées sous-buts s’appliquent aux trois types de parallélisme, que les
stratégies orientées expansion peuvent exploiter les parallélismes de clause et de recherche et que seul
le parallélisme de recherche est adapté aux stratégies basées contraction a cause de ’augmentation de
la dynamicité de la base de données et de I'inter-dépendance entre les inférences, lorsque I'on passe
d’une stratégie de réduction de sous-buts, & une stratégie orientée expansion puis i une stratégie basée
expansion.

Tableau de classification du parallélisme

Ce tableau classe les prouveurs de théoréme par stratégie:

Réduction de sous-but | PARTHENON (PARallel THeorem prover for NON-horn clauses)

PARTHEO
Expansion DARES
Contraction ROO (Radically Opimized Otter)

Diffusion de clauses

TWC (Team Work Method)

Remarque 2 e PARTHEO est un prouveur de théoréme pour la logique des prédicats du premier
ordre en forme normale clausale utilisant ’élimination de modéle.

e DARES et ROO sont des prouveurs de théoréme basés sur la résolution

e La méthode de diffusion de clauses est une méthodologie générale pour les exécutions paralléles
qut utilisent les régles de contraction et de simplification.

e TWC est un prouveur de théoréme pour la logique équationnelle basé sur la complétion sans
échec de Knuth-Bendiz.

2.1.3 Systémes paralléles partitionnés et systémes paralléles compétitifs

Pour classifier les systémes de déduction, on s’appuie ici sur deux points: la relation entre les
espaces de recherche des différents agents travaillant en paralléle pour la recherche d’une preuve, et la
coopération entre agents [14].

L’espace de recherche dans lequel travaillent les agents peut étre commun ou partitionné. On
distingue alors le parallélisme partitionné basé sur le parallélisme traditionnel ET-OU et le parallélisme
compétitif basé sur le fait que I'utilisation de différents algorithmes conduisant & différents espaces de
recherche donne la possibilité d’obtenir de meilleures performances.

La coopération entre différents processus paralléles est déterminée par le fait que 'information
rassemblée lors de la phase de calcul est partagée ou pas avec les autres processus dans I'intention de
sauver le calcul.
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Parallélisme partitionné

L’idée du parallélisme partitionné est de partager I’espace de recherche en parties indépendantes
qui sont traitées en paralléle. En preuve de théoréme, ceci correspond en fait & distribuer I'arbre-OU
de recherche entre les processus. On différencie alors le parallélisme partitionné basé complétude et le
parallélisme basé correction.

En parallélisme basé complétude, une solution trouvée par un des processus est une solution & tout
le probléme, alors qu’en parallélisme basé correction, la solution générale est construite a partir de
toutes les solutions.

A Tintérieur de ces deux sous-groupes, on distingue encore un parallélisme coopératif ou non
coopératif

Parallélisme compétitif

Dans ce genre de parallélisme, on essaie de résoudre le méme probléme en utilisant différentes
approches. L’espace de recherche n’est pas partagé. Pour que ce parallélisme offre des résultats inté-
ressants, les compétiteurs doivent avoir des solutions de différentes qualités et s’exécuter en des temps
différents. Il doit étre impossible de dégager le meilleur compétiteur avant la phase de calcul.

Le succés d’un des compétiteurs implique le succés de tous et la terminaison du calcul. Ce probléme
de la terminaison est trés important et non trivial.

La complétude d’un tel systéme est atteinte lorsque le systéme est déduction complet.

Pour mettre en place un systéme de compétiteurs, il existe différents moyens. Soit les compétiteurs
réalisent différents calculs, soit ils font le méme calcul mais avec des stratégies différentes. Ces deux
genres de parallélisme sont décrits ci-dessous.

Compélilion avec différents calculs

Les compétiteurs exécutent différents calculs qui sont représentés par différentes approches algo-
rithmiques du calcul. Ces approches doivent étre différentes dans le sens ou la qualité de la solution
varie et le temps pour arriver a la solution différe également. La compétition peut étre coopérative ou
non. La compétition non coopérative semble facile & mettre en ceuvre car elle est construite a partir
de différents systémes existants lancés en paralléle. La compétition coopérative pose beaucoup plus de
difficultés par le choix des informations & échanger, le moyen utilisé pour les échanger, ... Et tous ces
problémes jouent sur les performances d’un systéme. Il faut noter que vu I'indéterminisme qui existe
dans les preuves de théoréme paralléles, il est impossible de prédire I'efficacité d’un tel systéme.

Exemple de tels systémes: HPDS (Heterogeneous Parallele Deduction System) qui est la combi-
naison de différents prouveurs de théoréme séquentiels en un prouveur de théoréme paralléle.

Compélilion avec un seul calcul

Les compétiteurs exécutent le méme calcul, ce qui est possible lorsque le calcul est soumis &
différents paramétres comme les stratégies de recherche de preuve. Le gain de performance obtenu
par un systéme fonctionnant sur ce modéle réside dans le rapport entre la structure de ’espace de
recherche et le bon réglage du controle des paramétres pour aboutir & une solution optimale.

Pour créer une équipe de tels compétiteurs, il faut donc procéder par tests pour trouver 1’équipe
la plus efficace.

Tableau de classification des prouveurs de théoréme paralléles

Les différentes preuves de théoréme et leurs caractéristiques sont regroupées dans le tableau sui-
vant :

13



non coopératif | coopératif
partitionné | basé complétude | PARTHENON | ROO
PARTHEO DARES
METEOR Clause Diffusion
MGTP/N
PARROT I/1I
basé correction | MGTP/G Connection Graph AND
compétitif | différents calculs HPDS
un seul calcul | RCTHEO TWC
MSOS

La classe qui contient le plus de prouveurs de théoréme est la classe preuve de théoréme paralléle
partitionnée coopératif basée complétude (distribution du travail, échange d’informations et le succés
d’un des agents implique le succés de tout le systéme), parce que c’est 'approche traditionnellement
employée pour paralléliser un probléme.

En revanche, aucun prouveur de théoréme dans la classe preuve de théoréme paralléle compétitive
non coopérative utilisant différents calculs n’est connu, et est pour 'instant 1’objet de peu d’attention
de la part des chercheurs.

2.2 Comparaison des deux classements

Les deux classements ont des similitudes. La granularité forte correspond & un parallélisme com-
pétitif. Les deux autres granularités correspondent a un parallélisme partitionné. Les deux tableaux
d’exemples permettent également de faire ces remarques.

2.3 Etude de deux prouveurs de théorémes particuliers

Dans cette partie, nous donnons une description rapide de deux prouveurs de théorémes & savoir
Aquarius, basé sur la méthode de la diffusion de clause et TWC.

2.3.1 Aquarius

Aquarius [3] implémente les stratégies de la diffusion de clauses (Clause Diffusion) basées sur
les stratégies séquentielles offertes par le prouveur de théoréme Otter. La méthodologie de diffusion de
clauses est un schéma flexible de parallélisation, puisqu’elle est utilisée pour de nombreux algorithmes,
notamment pour la complétion de Knuth-Bendix.

La méthodologie de la diffusion de clauses parallélise les stratégies de déduction au niveau
de la recherche. Elle utilise les stratégies basées contraction et expansion que nous avons décrites
précédemment, ce qui posent des problémes de cohérence dans la base de données et de conflits pour
I’accés a cette base.

L’espace de recherche est déterminé par I’ensemble des clauses de départ et un systéme d’infé-
rences. Il est partitionné entre des processus concurrents asynchrones, qui cherchent une solution en
paralléle. La partition de ’espace de recherche se fait donc au niveau de I’ensemble des clauses, ou de
I’ensemble des régles d’inférence ou de ces deux ensembles. La premiére approche est appelée data-
driven parallelism, elle consiste & donner & chaque processus une partie des données et toutes les
régles d’inférence. I’autre approche est appelée opérations-driven parallelism, elle consiste & don-
ner aux processus un sous-ensemble des régles d’inférence qu’ils appliqueront sur toutes les données.
Le parallélisme basé sur les données semble plus naturel car, en preuve automatique de théoréme, les
données sont toujours plus nombreuse que les régles d’inférence.
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Comme aucun processus ne peut exploiter tout ’espace de recherche, les processus doivent com-
muniquer. Dans ce modéle, I’échange d’information se fait par transmission de messages.

Dés que 'un des processus a trouvé une preuve, tout le processus de calcul est terminé et on
posséde une solution au probléme de départ

La méthodologie de diffusion de clause posséde une granularité forte d’aprés la classification dans
[3], car elle décrit un parallélisme au niveau de la recherche. Elle utilise également un parallélisme
partitionné coopératif d’apres la classification dans [14] de Christian B. Suttner et Johann Schumann,
car ’espace de recherche est partitionné.

2.3.2 La méthode Team Work

La complétion Team Work [4] est un prouveur de théoréme distribué pour la logique équation-
nelle basée sur la complétion de Knuth-Bendix sans échec. Le systéme associé se nomme DISCOUNT
pour Distributed COmpletion UsiNg Team Work.

Dans ce modéle, il existe trois types de processus: le superviseur, les experts, les arbitres. Une
équipe team est constituée d’un superviseur et d’experts ayant chacun un arbitre. Le superviseur
donne ’espace de recherche global aux experts, qu’il a préalablement sélectionnés. Il détermine éga-
lement les longueurs des phases de travail des experts entre les points de rendez-vous. Les experts
utilisent les régles d’inférence pour développer leur propre dérivation suivant une stratégie orientée
but. Périodiquement, les experts stoppent leur travail sur ordre du superviseur au point de rendez-
vous et c’est & ce moment que commence le travail des arbitres. Ces derniers évaluent globalement les
dérivations par rapport & une mesure souvent basée sur des heuristiques et la derniére base de données
générée par chaque processus. La base de données du meilleur expert est transmise au superviseur et
constitue la base d’une nouvelle phase de travail.

Ce modéle est de granularité forte [3] car le parallélisme se situe au niveau de la recherche. D’aprés
la classification de [14], il s’agit d’un parallélisme compétitif, car tous les processus cherchent une
solution au probléme en paralléle, coopératif par ’existence de rendez-vous, et basé sur différents
calculs car chaque processus suit une stratégie différente.

15



Chapitre 3

La complétion sans duplication

La complétion sans duplication est un cas particulier de la paramodulation sans duplication [11].
En effet, la paramodulation est une combinaison de la résolution et de la complétion. Les structures
de données utilisées dans les deux méthodes sont des graphes. Mais, les deux méthodes différent par
la répresentation des régles d’inférence sous forme de transformation de graphe. Dans la complétion
sans duplication, en effet, on doit schématiser le principe de calcul des paires critiques. Nous nous
attacherons, dans ce chapitre, & décrire le modéle de la complétion close en détail et a donner les
grands principes de la complétion non close.

3.1 Idées générales

L’idée générale de la complétion sans duplication est d’exécuter la complétion de Knuth-Bendix,
qui a été décrite précédemment, directement sur le graphe représentant le systéme de réécriture. Les
inférences de la procédure de complétion sont des transformations de graphe. Le graphe est construit
sans duplication de termes. On partage au maximum les données de fagon & ce que les sous-expressions
communes se retrouvent dans le graphe en un seul exemplaire. On utilise le concept de DAG (Direc-
ted Acyclic Graph). Ainsi dans un petit espace, on peut représenter une grande quantité d’information.

Considérons ’exemple suivant du systéme de réécriture a compléter :

:{ f(a;b) = g(c)(1)
a—h(d)  (2)

1. La figure 3.1 explique les différents étapes de la complétion sans duplication. Les régles du
systéme de réécriture sont représentées par des arcs marqués par r sur le graphe. Les arcs
marqués par s sont des arcs de sous-terme, ils possédent également un index qui représente le
numéro du sous-terme (destination de I’arc s) dans le terme (source de I’arc s).

2. Le sous-terme a de f(a,b) est substitué par h(d) par la régle (2). Un nouvel arc de sous-terme s
est alors ajouté entre fet h.

3. L’ancien arc s qui va de fa a est alors effacé, car le terme h(d) est plus simplifié que a.

Le dernier schéma obtenu est le systéme R complété. Par lecture sur le graphe, le systéme obtenu
par complétion est :

R = {f(h(d),b) = g(c), a — h(d)}
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Fic. 3.1 — Complétion du systéme R

3.2 Complétion sans duplication close

La complétion sans duplication close s’appuie sur la complétion de Knuth-Bendix standard, qui a
été décrite dans la partie 1.3.2.

3.2.1 Regles d’inférence

La complétion sans duplication close comporte, pour chaque régle d’inférence, une étape de calcul
de paires critiques et une étape de simplifications. On emploie donc une stratégie basée contraction.
Elle est décrite par les trois régles d’inférence suivantes: Deducel, Deduce? et Deduce3.

1. Reégle Deducel:

uplt] = v = w

uplw] = v
avec { > w, u > v, t un sous-terme de w, et p une position non vide de wu.

Cette régle est dérivée des régles Deduce et Collapse de la section 1.3.2. Elle permet de calculer les
paires critiques entre les parties gauches de deux régles a une position p non vide. La conclusion
de cette inférence est & orienter en utilisant la définition de LPO.

La régle u,[t] — v est redondante, car elle est impliquée par la conclusion de I'inférence et par
t — w. Cette régle ne sera plus utilisée pour réaliser une inférence.

2. Regle Deduce?:

{—v {—w

v=w
avec { > veti>w.

Cette régle est dérivée des régles Collapse et Deduce de la section 1.3.2. Elle permet de calculer
les paires critiques entre les parties gauches de deux régles & une position p vide. La conclusion
est & orienter suivant le cas ot v > w et w > v. L'une des régles de départ est redondante, car
elle est impliquée par la conclusion de l'inférence et par autre régle de départ. Cette régle ne
sera plus utilisée pour réaliser une inférence.
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3. Regle Deduce3:

{—v v —w
{—w

avec { > vet v>w.

Cette régle est dérivée de la régle Compose de la section 1.3.2. Elle permet de mettre les termes
droits des régles de réécriture en forme normale. La régle ¢ — v est redondante, car elle est
impliquée par la conclusion de l'inférence et par v — w. Cette régle ne sera plus utilisée pour
réaliser une inférence.

3.2.2 Construction du graphe a partir du systéme de réécriture

Nous montrons dans cette partie comment représenter le systéme de réécriture comme un graphe
orienté tel que les termes ne soient pas recopiés. Le graphe obtenu sera noté I' = (5, A4) avec S
I'ensemble des sommets et A = A; U A, U A, U A, ’ensemble des arcs.

Chaque terme du systéme de réécriture initial est représenté par un arbre (ou un DAG). Il y a
un noeud unigue par constante dans le graphe. Les termes sont partagés au maximum en identifiant
les sous-expressions communes d’un ou plusieurs termes du systéme de réécriture. L’avantage de ce
partage de structure est la représentation d’une grande quantité d’information dans un petit espace.

Remarque 3 Avec ce partage de termes, méme les termes de taille exponentielle peuvent prendre un
espace polynémial.

Ezemple 4 Considérons le systéme de réécrilure suivant:

ay — f(az,az)
ay — f(az,az)

Ap—1 — f(anv an)

La forme normale de aq peut étre représentée avec la méthode de construction de graphe que nous
avons donnée, dans un espace polynémial.

Les sommets du graphe sont étiquetés par des symboles du langage. Dans le cas clos, il s’agit de
symboles de fonction ou de symboles de constantes. Dans le cas non clos, & ces symboles s’ajoutent les
variables. Pour chaque sommet s, on définit la fonction A(s), qui a un sommet lui associe son terme.

Les arcs du graphe sont orientés ou non orientés. Il existe quatre sortes d’arcs: les arcs de sous-
terme, les arcs de réécriture, les arcs d’unification et les arcs d’orientation.

Les arcs de sous-terme sont des arcs s orientés de A;. Ils sont étiquetés par un entier. Si le
symbole source de I’arc de sous-terme s est un symbole d’arité n, alors il y aura n arcs s sortant du
noeud et ces arcs seront étiquetés par un entier entre 1 et n, indiquant I'index du sous-terme.

Les arcs de réécriture sont les arcs orientés r de A,. Ils représentent la relation de réécriture
—p du systéme de réécriture R a compléter. Leur sens est déterminé par les arcs d’orientation o.

Les arcs d’unification sont des arcs non orientés u de A,. Ils relient les noeuds du graphes qui
ont le méme symbole de fonction (un symbole de constante n’est présent qu’une seule fois dans le
graphe pour la complétion sans duplication close). Ils sont marqués par une contrainte d’unification
vraie ou fausse, qui est le résultat de 'unification calculée entre les termes des deux extrémités de
I’arc u. Dans le cas clos, la contrainte d’un arc u est soit vraie (V) si les deux termes sont égaux, soit
fausse (F) dans le cas contraire.
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Les arcs d’orientation sont des arcs orientés o de A,. Leur sens est calculé a I'aide de 'ordre de
simplification LPO entre les termes des extrémités de I’arc o. Dans le cas de la complétion close, tous
les termes sont comparables, ainsi les arcs r peuvent toujours étre orientés. Les arcs o existent entre
chaque paire de nceuds.

3.2.3 Transformations de graphe

Dans la section précédente 3.2.2, nous avons décrit comment créer le graphe & partir du systéme de
réécriture donné. Nous avons ainsi donné la syntaxe et la sémantique du graphe. Dans cette nouvelle
partie, nous allons définir exactement comment, par des étapes d’inférences, des arcs sont ajoutés au
graphe. Nous allons faire une analogie entre les inférences décrites dans la section 3.2.1 et les transfor-
mations du graphe. On passe donc d’une représentation textuelle des inférences & une implémentation
graphique de ces inférences.

Théoréme 3 (Lynch) L’implémentation des régles d’inférences par les transformations de graphes
décrites ci-dessous est correcte et compléte [11].

Ainsi, les régles d’inférence sont des transformations de graphe et les simplifications sont implé-
mentées par des destructions d’arcs du graphe devenus inutiles. Ces destructions d’arcs, par analogie
aux simplifications, ont une grande importance car elles permettent de diminuer le nombre de trans-
formations & réaliser sur le graphe. Dans le cas de la complétion close, on peut toujours simplifier le
graphe en enlevant un des arcs qui est intervenu dans la transformation, car, & chaque régle d’inférence,
on peut appliquer une simplification.

On appellera configuration un assemblage caractéristique d’arcs r, s et u adjacents. Une demi-
configuration est une suite d’arcs adjacents définie par un arc u de contrainte d’unification vraie et
un arc r sortant par rapport & 'arc u. Une demi-configuration sera notée R-U.

On distingue trois régles d’inférence schématisées par une transformation locale du graphe.

1. Transformation S-U-R

Cette transformation est I'implémentation de la régle Deducel. Elle s’occupe de configurations
S-R et S-U-R (voir figure fig 3.2).

t1l

S| @ =>
.

t1

S| @ r =>
u=Vv

Fic. 3.2 — Configurations S-R ou S-U-R

Pour réaliser 'inférence de la configuration S-U-R, la contrainte de ’arc u doit étre vraie. On
ajoute un arc s ayant le méme index que I’arc (a) et on enléve 'arc (a) initial pour des raisons
de simplification. Le terme {7 est remplacé par un terme (2 plus petit par rapport a 'ordre de
simplification LPO.

2. Transformation R-U-R
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Cette transformation est I'implémentation de la régle Deduce2. Elle s’applique & des configu-
rations R-R et R-U-R représentées sur la figure fig 3.3.

t1 t1
AN
r =>
@
- 12
r ()
t1 t2
r r =>
@ ®
u=V

Fig. 3.3 — Configurations R-R ou R-U-R (Cas o 11 > 12)

Si une configuration R-R ou R-U-R, de contrainte d’unification vraie, de ce type est trouvée
sur le graphe, on ajoute un nouvel arc r et on enléve un ancien arc r. Une configuration de ce
type est appelée dans la suite une configuration R-R-out ou R-U-R-out. Le nouvel arc r est
orienté en comparant les termes 1 et {2 grace i I'ordre de simplification LPO. Si t1 >='7° 12, alors
le nouvel arc r est orienté de t1 vers t2 et on enléve I’arc (a), sinon l'orientation du nouvel arc
r est de t2 vers t1 et on enléve I'arc (b).

. Transformation Transitivité-R

Cette régle est I'implémentation de la régle Deduce3, elle est utile pour rendre le résultat de
la complétion le plus simplifié possible. Elle s’applique aux configurations R-R et R-U-R de la
forme suivante :

t1 t1
AN
r =>
@
- 12
r o
t1 t2
r r =>
@ ®
u=V

Fic. 3.4 — Configurations R-R ou R-U-R

Cette transformation n’est pas nécessaire pour la complétion. Si une configurations R-R ou
R-U-R, avec la contrainte de I’arc u vraie, de ce type est trouvée sur le graphe, on ajoute un
nouvel arc r dont D'orientation est triviale. Une configuration de ce types est appelée , dans la
suite, une configuration R-R-in ou R-U-R-in.On enléve également ’arc (a) pour des raisons
de simplification.

Le processus global de complétion consiste a saturer le graphe en lui appliquant toutes les transfor-

mations locales possibles, sachant que ’ajout d’un arc peut entrainer la création d’une nouvelle confi-
guration. A chaque étape, il convient de décider quel arc ajouter, donc de décider quelle transformation
réaliser . Dans I'implantation de la complétion sans duplication close SOUR [11], la stratégie employée
est d’appliquer en chaque noeud du graphe d’abord les transformation R-U-R, puis les transforma-
tions S-U-R, et enfin les transformations Transitivité-R. Des calculs d’unification, d’orientation

sont réalisés ponctuellement.
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3.3 Quelques propriétés de la complétion sans duplication close
Nous allons voir dans cette partie quelques propriétés de la complétion sans duplication close.

1. A chaque transformation locale du graphe, on ajoute un nouvel arc et on simplifie le graphe.
En effet, comme nous ’avons vu précédemment, lorsqu’on traite une configuration, on ajoute un
nouvel arc mais on enléve également toujours un ancien arc.

2. Un noeud représente un terme unique. En effet, dans le cas de la complétion close sans duplica-
tion, & cause de la simplification, il n’existe qu’un seul arc s partant d’un nceud source vers un
nceud destination et ayant pour index i. Dans le cas non clos, cette propriété n’est plus vérifiée,
car on ne peut simplifier le graphe & chaque inférence.

3. Si la contrainte d’un arc u entre deux nceuds prend la valeur vraie, c’est que ’on a ajouté un
arc s. En effet, la contrainte d’un arc u devient vraie seulement si les arcs s I’entourant forment
une «vallée». Les extrémités de 1’arc u représentent alors le méme terme. Pour des questions
de place, on applique sur cette « vallée » locale ’opération Compact définie comme suit : cette
opération consiste & détruire I'un des nceuds du graphe a ’extrémité de I’arc u dont la contrainte
est devenue vraie et a rassembler toutes les informations concernant les arcs s et r sur le nceud
a lautre extrémité de I’arc u. Cette opération permet donc de limiter le nombre de nceuds, ainsi
que les nombre d’arcs du graphe. Pour des raisons d’efficacité et de limitation de la taille du
graphe, on a intérét i saturer cette opération.

Exemple 5 Considérons le systéme de réécriture :

. { F(f(a)) = F(f(D))(1)
a—b (2)

Fic. 3.5 — Compact

1. Le systéme de réécriture est représenté sous forme de graphe.

2. Nous substituons le sous-terme a de f(f(a)) par b par la régle (2). Nous ajoutons alors un
arc s entre le deuziéme f de f(f(a)) et b. L’arc u a pris la valeur vraie. Nous enlevons l’arc
s entre f et a.

3. Nous appliquons lopération Compact, pour obtenir un seul sous-terme f(b).

4. L’opération Compact peut s’appliquer une deuziéme fois pour les symboles I supérieurs. On
obtient ainsi le terme f(f(b)). L’arc r de f a f est enlevé. Le systéme de réécriture résultat
est:

R ={a—b}

Cet exemple montre que Uopération Compact peul se propager de bas en haut dans le graphe.
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4. Il n’y pas de cycle unitaire dans le graphe c’est-a-dire qu’aucun arc s ou r n’est jamais ajouté
d’un nceud & lui-méme. Pour démontrer cette propriété, procédons par I’absurde. Nous considé-
rons seulement les configurations simples sans arc u et le cas d’ajout d’arc s. Si l'on ajoute un
arc s d’un nceud & lui-méme, la configuration correspondante est visible sur fig 3.6.

S
tl t2

R

Fic. 3.6 — Configuration incorrecte

Or, il est impossible pour des questions d’orientation qu’une telle configuration soit créée, la
méthode de complétion sans duplication étant correcte. I’arc r signifie que {1 est plus petit
que {2, 'arc s, par la propriété de sous-terme, signifie que t1 est plus grand que {2. Les méme
remarques sont valables pour les autres configurations. On peut généraliser cette propriété, car
il n’y a jamais de cycle créé dans le graphe. Cette propriété ne s’applique plus au cas non
clos,comme le montre ’exemple A.4, ce qui pose des problémes importants, notamment lors de
la phase d’implémentation.

5. La paramodulation close sans duplication est a ’origine est travaux sur la complétion sans dupli-
cation. La paramodulation sans duplication close est polynomiale en espace et en temps [11].
L’espace de recherche des prouveurs de théoréme est fonction du nombre d’inférences a réaliser et
du temps nécessaire a I’exécution d’une inférence. Pour la complétion sans duplication, I’espace
de recherche dépend du nombre d’arcs ajoutés et du temps nécessaire a une transformation de
graphe. La complexité de la complétion sans duplication n’a pas encore été déterminée. En effet,
la complétion sans duplication pose des problémes supplémentaires. Elle difféere de la paramo-
dulation sans duplication par I'ajout d’arcs s, qui symbolisent le calcul des paires critiques. Ces
ajouts d’arcs s permettent la destruction d’un arc r ou s & un instant ¢, et I’ajout de ce méme
arc & un instant ¢’ > ¢.

7. Nous ennoncons ici un résultat de la complétion. Méme si 'application des différentes transfor-
mations locales est indéterministe, le résultat de la complétion, lorsqu’elle termine, est unique
si I’on utilise la transformation Transitivité-R. En effet, si ’on sature le graphe et qu’on utilise
la régle Transitivité-R, pour chaque régle [ — r du systéme de réécriture obtenu par lecture sur
le graphe, [ et r sont des formes normales. La complétion sans duplication close termine toujours,
ce qui n’est pas le cas de la complétion non close.

8. La correction [11] s’exprime, de facon générale, par le fait que partant d’un ensemble d’équa-
tions, on arrive par dérivation a un ensemble de régles logiquement équivalent. Appliquée a la
complétion sans duplication, la correction s’exprime par le fait que le graphe de départ, repré-
sentant le systéme de réécriture, et le graphe final, obtenu aprés complétion, sont équivalents.
Une dérivation est représentée ici par une suite d’ajouts et d’effacements d’arcs sur le graphe.
La correction provient du fait que, lorsqu’on ajoute un nouvel arc, le nouvel état du graphe est
une conséquence de cet ajout seulement.

9. La complétude [11] résulte du fait que la complétion sans duplication est équitable (fair). La
complétion sans duplication est équitable car toutes les paires critiques possibles sont traitées.
En effet, toutes les transformations locales possibles sont réalisées de facon & saturer le graphe.
Le graphe alors obtenu est réduit au maximum. Ainsi le systéme de réécriture correspondant est
canonique, confluent et termine.
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Chapitre 4

Complétion sans duplication
concurrente

Suite & D’apparition d’outils facilitant la conception de programmes paralléles, aux besoins de
performances dans les différentes techniques de preuve de théorémes, et aux différentes possibilités de
parallélisation offertes en preuve de théoréme, I'idée d’introduire du parallélisme dans les prouveurs
de théorémes a fait son chemin. C’est ainsi qu’est apparue la complétion sans duplication concurrente.

Comme dans le chapitre précédent, nous ne traiterons en détail que le cas clos de la complétion
sans duplication paralléle, car seule celle-ci a été implantée pour I'instant.

4.1 Modéle de calcul

4.1.1 Description du modéle de calcul

Le modéle de calcul de la complétion concurrente s’appuie sur le modeéle décrit dans le chapitre
précédent. En effet, la méthode de complétion utilisée dans la version paralléle est la méme que celle
utilisée dans la version séquentielle!. Par exemple, la construction du graphe & partir des régles de
réécriture se fait de la méme maniére que celle décrite dans le chapitre 3. D’ailleurs, cette partie n’a
pas été parallélisée. C’est pourquoi on dira que la construction du graphe est réalisée de maniére
séquentielle.

Toutefois, du fait de la mise en ceuvre du parallélisme, la méthode de complétion utilisée pour la
version concurrente a subi des adaptations sans changer dans les principes.

C’est ainsi qu’une fois la construction séquentielle du graphe achevée, le graphe est réparti sur
plusieurs processus. Chaque nceud du graphe est implanté par un processus. Les nceuds du graphe
sont reliés entre eux par des arcs qui, eux, sont implantés par un lien de communication entre les deux
processus qui symbolisent les deux noeuds aux extrémités de ’arc. Dans la pratique, les informations
d’un arc sont stockées dans chacun des deux nceuds aux extrémités.

Dans la suite, sauf mention contraire, les termes « nceud » et « processus» sont équivalents.

Chaque nceud étant maintenant devenu une entité indépendante, celui-ci n’a qu’une vision locale
du graphe limitée a son symbole et ses arcs entrant et sortant. Les calculs effectués dans le nceud ne
se référent donc qu’a ces informations locales et aux informations qu’il obtient des autres processus.
Par exemple, pour le calcul de la contrainte d’unification entre deux nceuds Ny et Ng, le nceud Ny a
besoin de connaitre certaines informations du nceud Ns.

La complétion est réalisée par des transformations locales S-U-R, R-U-R et Transitivité-R (voir
section 3.2.3) connues du processus sur le graphe réparti et par passage de messages. Ces transforma-

1. Cette version séquentielle est la complétion sans duplication décrite dans le chapitre 3 et mise en ceuvre dans le

logiciel SOUR
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tions sont effectuées par chaque nceud de fagon totalement asynchrone, et de maniére a ce qu’aucune
de ces transformations ne soit redondante.

Du fait que tous les nceuds soient devenus indépendants, un probléme crucial reste la détection de
la terminaison (voir section 4.6) de la complétion, c’est-a-dire la détection de l'inactivité de tous les
neeuds.

Une vue duale de parallélisation de la complétion sans duplication est possible. La méthode consiste
toujours & répartir le graphe sur plusieurs processus, mais cette fois-ci, ce sont les arcs du graphe qui
sont implantés par des processus. Comme le nombre d’arcs est en général plus grand que le nombre
de sommets sur le graphe initial, il serait préférable qu'un processus implante plusieurs arcs.

4.1.2 Classification du modéle de calcul

On peut essayer d’insérer ce modéle dans la classification des modéles de preuve de théorémes
paralleles. En considérant la classification de [3], le parallélisme de cette version de la complétion sans
duplication correspond a un parallélisme de granularité fine utilisant une stratégie basée contraction,
car le parallélisme se situe au niveau des termes et chaque processus ne réalise alors qu’une partie d’une
inférence. Si 1’on considére la classification [14], il s’agit de parallélisme partitionné basé correction
coopératif, car le probléme de départ est partagé entre les processus, un état général du graphe est
construit & partir des états partiels connus de chaque noeud et chaque processus a besoin d’informations
d’autres noeuds pour calculer et sauver ces calculs.

4.2 Initialisation

Nous allons nous intéresser ici au partage du graphe initial en plusieurs processus.

Le processus maitre a connaissance du graphe initial et lance un processus fils par nceud du graphe.
Chaque fils étant nouvellement créé et par conséquent sans aucune information, le maitre lui envoie
les informations du nceud qui lui correspond (I’envoi des messages est inhérent & I'implémentation).
Les premiéres informations, qu’il lui envoie par un message INITNODFE, sont constituées du symbole
du neeud, du terme qu’il représente, du nombre d’arc u du nceud et du nombre total de processus
fils. Il lui envoie ensuite par un message DICOA un dictionnaire contenant pour chaque symbole
du langage sa place dans la précédence et son arité. Les informations suivantes concernent les arcs
u, par des messages INITU, s par des messages INITS, r par des message INITR et o par des
messages INITO. Ces messages sont envoyés dans cet ordre et contiennent les caractéristiques des
arcs. Les caractéristiques des arcs seront développées dans la section 4.3.1. Le traitement des arcs u
(respectivement des arcs o) sera traité dans la section 4.4 (respectivement dans la section 4.5). Chaque
type d’information a une utilité qui sera décrite en temps voulu.

4.3 Complétion paralléle

La phase d’initialisation ne faisait travailler que le maitre. La complétion est, quant & elle, une phase
de calcul qui ne concerne que les nceuds. En effet, les processus fils sont, juste aprés leur création, en
attente de message, c’est-a-dire dans 1’état idle. lls ne commencent réellement & « travailler » qu’aprés
la réception des messages d’initialisation. En fait, il ne travaillent que par réaction de messages, c’est-a-
dire que seul un message peut faire passer le processus d’un état idle & un état busy ot il « travaille».
Ce comportement asynchrone provient du fait que les processus fils n’ont pas de travail de fond a
réaliser. Le traitement des messages d’initialisation va provoquer la création d’autres messages et ainsi
de suite. Nous allons décrire ici la nature et le traitement des informations qui transitent entre les
neeuds.
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4.3.1 Représentation des arcs entre nceuds

Les informations des arcs et du noeud sont importantes pour tous les calculs internes au nceud.
A la réception d’un message INITNODFE ou DICOA, le processus stocke les informations contenues
dans le message. A la réception d’un message INITU, INITS, INITR ou INITO, le processus utilise
les informations stockées dans ce message pour mettre & jour ses informations sur ses arcs. D’autres
messages résultent de ces messages.

Remarque 4 Pour un arc allant d’un neud N1 a un neud No, on dira que 'arc est sortant pour le
neud N1 et entrant pour le neud N,.

Les arcs s, qui représentent la relation de sous-terme, sont stockés dans les noceuds des extrémités
avec comme informations :

N

e le numéro du processus a 'autre extrémité de 'arc;
e le numéro d’index, c’est-a-dire le numéro du sous-terme dans le terme;

e le symbole du nceud a 'autre extrémité de ’arc, ce symbole sera utilisé pour le calcul de ’orien-
tation ;

e le sens de I'arc s par rapport au noeud, c’est-a-dire entrant ou sortant.

Les arcs r, qui représentent la relation de réécriture, sont stockés dans les nceuds des extrémités
avec comme informations :

e le numéro du processus a 'autre extrémité de 'arc;

e le terme du nceud a 'autre extrémité de I'arc, ce terme est utilisé pour le calcul de 'orientation
de I’arc r et pour Daffichage des régles aprés la terminaison du calcul de la complétion ;

e le sens de I'arc r par rapport au nceud, c’est-a-dire entrant ou sortant.
Les arcs u sont stockés dans les noeuds des extrémités avec comme informations:

e le numéro du processus a 'autre extrémité de 'arc;

e la contrainte d’unification de ’arc u, c’est-a-dire vrai ou faux ; initialement, les contraintes d uni-
fication sont mises a faux;

e une information de décision qui détermine si c’est ce noceud qui calcule 'unification ou si c’est le
nceud & autre extrémité qui fait ce calcul.

Les arcs o sont décrits dans la partie 4.5.1.

4.3.2 Traitement des configurations

Comme chaque processus n’a qu’une vision locale du graphe, le probléme de la formation et du
traitement des configurations par passage de messages se pose. De plus, I'un des problémes est de
savoir quel processus va réaliser ce traitement, car il convient d’éviter le plus de travail redondant
possible.
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Formation des configurations

Les messages utiles & la formation des configurations sont de deux sortes, ceux destinés a la
formation de la configuration proprement dite et ceux destinés au choix du processus qui traitera
la configuration. Le choix de ce processus est déterminé de fagon a limiter le nombre de messages
lors du traitement de la configuration. Pour la formation des configurations, on utilise le fait que
chaque processus peut détecter une suite de deux arcs adjacents. Ces deux arcs peuvent former une
configuration S-R, R-R-in, R-R-oul ou une demi-configuration R-U. La détection de 'existence de
ces deux arcs adjacents est réalisée lors de la signification de D’existence d’un nouvel arc s ou r
ou lors du passage de faux & vrai de la contrainte d’unification d’un arc u du nceud. La détection
d’une configuration S-R, R-R-in ou R-R-out est suivie d’un message CONFIG. La détection d’une
configuration S-U-R, R-U-R-in ou R-U-R-out est suivie d’un message CONFIGU. La détection d’une
demi-configuration R-U est suivie d’un message SEMICONFIG.

Le passage des informations est décrit de maniére générale par les figures fig 4.1, fig 4.2 et fig 4.3.

Remarque 5 La formation de messages CONFIG est similaire a la formation de messages CONFIGU,
qut est la seule décrite sur les figures.

e Configuration S-U-R (voir fig 4.1)

a :
CONFIGU S R
(@)
S \I{ ‘]\ R
b c
\_/

U

SEMICONFIG

A+
U
Fic. 4.1 — Passage de messages pour la formalion d’une configuration S-U-R

1. Le processus (¢) détecte une demi-configuration car il sait qu’il a un arc sortant r et un arc
u de contrainte d’unification vraie.

2. Le processus (c¢) envoie au processus (b) a autre extrémité de I’arc u le message SEMI-
CONFIG pour lui signifier I’existence d’une demi-configuration. Le message SEMICONFIG
contient également le terme de I’arc (d). Ce terme est le terme présent dans le nceud (d) au
moment de I’envoi du message SEMICONFIG.

3. Quand le processus (b) recoit le message SEMICONFIG, il stocke la demi-configuration
pour avoir connaissance de 1’état local du graphe.

4. Si le processus (b) détecte un arc s entrant, il envoie toute la configuration construite a
partir de la demi-configuration stockée et de I’arc s entrant au processus (a) par un message
CONFIGU. C’est le processus (a) qui doit traiter la configuration car c’est lui qui ajoute
un arc s sortant de (a) & (d).

e Configuration R-U-R-in (voir fig 4.2)

1. Le processus (¢) détecte une demi-configuration car il sait qu’il a un arc sortant r et un arc
u de contrainte d’unification vraie.
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CONFIGU R R
(1)
R \Il T R
b c
U ki/
SEMICONFIG

e
U
Fic. 4.2 — Passages de messages pour la formation d’une configuration R-U-R-in

2. Le processus (c¢) envoie au processus (b) a autre extrémité de ’arc u le message SEMI-
CONFIG pour lui signifier I’existence d’une demi-configuration.

3. Quand le processus (b) recoit le message SEMICONFIG, il stocke la demi-configuration
pour avoir connaissance de 1’état local du graphe.

4. Si le processus (b) détecte un arc r entrant, il envoie toute la configuration construite a
partir de la demi-configuration stockée et de I’arc r entrant au processus (a) par un message
CONFIGU. C’est le processus (a) qui doit traiter la configuration, car c’est lui qui ajoute
un arc r sortant de (a) & (d).

e Configuration R-U-R-out (voir fig 4.3)

a d
CONFIGU R R
RT T R
b c
U ki/

\/

SEMICONFIG

e
U
FiG. 4.3 — Passages de messages pour la formation d’une configuration R-U-R-out

1. Le processus (¢) détecte une demi-configuration car il sait qu’il a un arc sortant r et un arc
u de contrainte d’unification vraie.

2. Le processus (c) envoie au processus (b) a Iautre extrémité de ’arc u le message SEMI-
CONFIG pour lui signifier I’existence d’une demi-configuration.

3. Quand le processus (b) recoit le message SEMICONFIG, il stocke la demi-configuration
pour avoir connaissance de 1’état local du graphe.

4. Si le processus (b) détecte un arc r sortant, il envoie toute la configuration construite
a partir de la demi-configuration stockée et de l'arc r sortant au processus (a) OU au
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processus (d) par un message CONFIGU (en effet, dans ce cas-ci, les deux processus (b) et
(c) détectent tous les deux une demi-configuration, donc chacun envoie a l’autre un message
SEMICONFIG, ce qui normalement entraine I’envoi d’un message CONFIGU de chacun
des deux processus vers le processus a 'autre bout de I’arc r, c’est-a-dire (a) ou (d); afin
d’éviter d’envoyer deux messages CONFIG U identiques, I'un des deux processus (b) ou (c)
ne doit pas envoyer son message CONFIGU). Pour régler ce probléeme, seul le processus (c)
ou (b) de plus grand numéro d’identification (¢id) envoie ce message.

Traitement des configurations

Lorsqu’un message de type CONFIG ou CONFIGU est regu par un processus, celui-ci déclenche
toute une série d’actions suivant le type de la configuration a traiter. Les deux grandes étapes du
traitement d’une configuration sont I’ajout d’un arc et la destruction d’un autre arc. On appelle neud
courant le processus qui traite la configuration.

Si un processus regoit un message CONFIGU spécifiant une configuration S-U-R, il exécute loca-
lement la transformation 5-U-R associée et envoie des messages qui vont permettre de mettre a jour
les informations locales des autres processus. Les actions suivantes sont réalisées par ce processus.

e Il ajoute un nouvel arc s sortant de méme index que ’ancien arc s de la configuration dans sa
structure de données contenant les arcs s sortant, et envoie un message INITS au processus p,
noté (d) sur la figure fig 4.1, pour le prévenir de la présence de son nouvel arc s entrant.

Remarque 6 Tout ajout d’arc a faire a un instant t n’est réalisé que si l’arc n’existe pas a
Uinstant t.

e Il détruit 'ancien arc s sortant, noté (1) sur la figure fig 4.1, de sa structure de données contenant
les arcs s sortant et prévient, par un message UPDATES, le processus & I'autre bout de I’arc (1)
que I'arc s (1) entrant n’existe plus.

e Il change le terme du processus suite a ’ajout du nouvel arc s et a la destruction de ’ancien arc
s en utilisant le terme contenu dans le message CONFIGU.

e Il propage I'information de changement de terme & tous ses processus péres, c’est-d-dire a tous
les processus qui ont un arc s sortant vers lui. Le message utilisé est le message CHANGETERM.
Ce message contient le terme du noeud courant, il permet de maintenir le terme d’un nceud tout
au long du processus de complétion.

e [l envoie des messages CHANGETERMR & toutes les extrémités de ses arcs r sortant et entrant
suite au changement de son terme. En effet, tout arc contient le terme qui se trouve & l'autre
extrémité de larc.

e Il vérifie que tous les arcs r sortant n’ont pas changé de sens (voir section 4.5). En effet, le terme
du neeud a été remplacé par un terme plus petit. Les arcs r entrant, quant i eux, ne changent
pas de sens.

Siun des arcs r sortant (a) devient entrant, ’arc r sortant est détruit au niveau du nceud courant
et remplacé par le méme arc mais entrant. Pour que le processus & 'autre extrémité de 1’arc
réalise 'opération inverse, un message UPDATFR spécial lui est envoyé. L’arc r sortant étant
détruit, le processus doit également envoyer des messages UPDATESEMICONFIG pour détruire
les demi-configurations contenant I’arc (a). Le processus crée également, suite a I’ajout de ’arc
entrant, de nouvelles configurations R-U-in et R-U-R-in en utilisant I’arc (a) et respectivement
les arcs r sortant, les arcs r entrant, les arcs s entrant et les demi-configurations stockées. Ces
nouvelles configurations sont envoyées aux processus concernés.
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o [l vérifie qu’il n’y a pas de changement d’orientation pour ’arc o entre lui et le noeud & autre
extrémité de ’arc s originel. Cette vérification est due a la destruction de I’arc s originel.

e Il ajoute un arc nouvel o du nceud courant vers le nceud p. Cet ajout est di & ’ajout de I’arc s
qui schématise la propriété de sous-terme.

e Il détruit les informations d’unification stockées dans le nceud ayant un rapport avec 'arc s
détruit (voir section 4.4). En effet, comme nous le verrons plus loin, le calcul de I'unification,
comme celui de 'orientation seulement, dépend des arcs s.

Lors du traitement d’une configuration R-U-R-in, les actions suivantes sont réalisées par le nceud
courant.

e Il ajoute un nouvel arc r sortant dans sa structure de données contenant les arcs r sortant et
envoie un message INITR au processus & I'extrémité du nouvel arc r pour le prévenir de la
présence de son nouvel arc r entrant.

e Il détruit ancien arc r sortant, noté (1) sur la figure 4.2, de sa structure de données contenant

les arcs r sortant et prévient, par un message UPDATER, le processus a 'autre bout de 'arc r
que son arc r entrant n’existe plus.

e [l envoie un message UPDATESEMICONFIG & tous les processus aux extrémités des arcs u
de contrainte d’unification vraie, car ’arc r originel a été détruit. Ce message demande aux
processus concernés de détruire en mémoire les demi-configurations stockées ayant un rapport
avec l’arc r enlevé.

e Il crée de nouvelles configurations S-R, R-R-out, R-R-in, R-U-R-oul en utilisant son nouvel arc
r sortant ajouté et respectivement ses arcs s entrant, ses arcs r sortant, ses arcs r entrant et ses
demi-configurations stockées. Le processus envoie également ces configurations.

e Il crée de nouvelles demi-configurations avec son nouvel arc r et ses arcs u de contrainte d’uni-
fication vraie. Ces demi-configurations sont envoyées aux processus a 'autre extrémité de ’arc
u.

Lors du traitement d’une configuration R-U-R-oul, les actions suivantes sont réalisées par le nceud
courant.

e Il ajoute un nouvel arc r sortant ou entrant dans sa structure de données contenant les arcs r
et envoie un message INITR au processus d 'extrémité du nouvel arc r pour le prévenir de la
présence de son nouvel arc r entrant ou sortant respectivement.

L’arc r ajouté est sortant si le terme du neeud courant est plus grand que le terme contenu dans
le message CONFIGU regu, entrant dans le cas contraire.

e Si 'on ajoute un arc r sortant, il détruit ’ancien arc r entrant de sa structure de données
contenant les arcs r entrant et prévient le processus a ’autre bout de ’arc r que son arc r
sortant n’existe plus par un message UPDATFER.

Sil’on ajoute un arc r entrant, il faut détruire I’ancien arc r entre les deux nceuds qui n’ont pas
de lien avec le nceud courant (voir figure fig 4.3). Le processus prévient donc ces deux nceuds
par des messages UPDATER.

e Sil'on ajoute un arc r sortant, le processus crée de nouvelles configurations S-R, R-R-oul, R-R-
in et R-U-R-out en utilisant le nouvel arc r sortant ajouté et respectivement ses arcs s entrant,
ses arcs r sortant, ses arcs r entrant et ses demi-configurations stockées. Le processus envoie
également ces configurations aux processus concernés. De nouvelles demi-configurations sont
aussi créés et envoyées.
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S5i 'on ajoute un arc r entrant, de nouvelles configurations R-R-in et R-U-R-in sont créées en
utilisant ’arc r entrant et respectivement les arcs r sortant et les demi-configurations stockées
dans le neeud.

Temps de validité de I’'information

Un des problémes de la transmission et du contenu des messages est le suivant : entre I’instant o
un message a été envoyé i un processus et 'instant ot le processus le recoit, 'information du message
n’est plus obligatoirement valide. A chaque réception, le processus doit vérifier que 'information qu’il
contient est encore valide ou attendre qu’une information valide lui parvienne. Ce genre de probléme
se rencontre dans les cas décrits ci-dessous.

e Destruction d’un arc s ou r
Entre le moment ot un nceud traite une configuration, c’est-a-dire ajoute et détruit un arc et
le moment ot le nceud a 'autre extrémité est averti de cette destruction d’arc, des messages
CONFIG ou CONFIGU utilisant 'arc & détruire ont pu étre envoyés & un processus. C’est
pourquoi, a la réception d’un message CONFIG ou CONFIGU, le processus vérifie qu’il existe
un arc s ou r suivant la configuration contenue dans le message, entre lui et un des nceud spécifié
dans la configuration.

e Changement du terme d’un neud

Le changement du terme d’un nceud est fait lorsque ce nceud traite une configuration S-U-R
uniquement. Un changement de terme est toujours propagé vers les processus qui ont un arc
s sortant vers le noeud courant. En fait, c’est plus particuliérement ’ajout d’un nouvel arc s
d’index 7 qui implique ce changement. Le ¢™° sous-terme du terme du nceud courant est remplacé
par le terme contenu dans le message CONFIG ou CONFIGU. Ce terme est le terme présent dans
le nceud N; & ’autre extrémité du nouvel arc s au moment de ’envoi du message SEMICONFIG.
Il peut donc étre « périmé» au moment ot on regoit le message CONFIG ou CONFIGU, c’est-a-
dire que le terme de N; a pu changer entre I'instant ot le message SEMICONFIG a été envoyé et
I’instant ot le message CONFIG ou CONFIGU a été regu. Une solution pour régler ce probléme
est d’envoyer un message CHANGETFERM contenant le nouveau terme du nceud chaque fois que
I’on recoit un message INITS, qui signale ’existence d’un nouvel arc s entrant. Mais entre le
moment ot le message CHANGETERM a été envoyé et le moment ol il est recu, ’arc s entre
le nceud qui recoit le message CHANGETERM et le nceud qui ’a envoyé a pu disparaitre. Les
message CHANGETERM ne doivent donc étre pris en compte que si cet arc s existe.

e Changement du sens d’un arc r

Le changement du sens d’un arc r dans un nceud ne résulte que du changement du terme du
neeud. Il est réalisé & la réception d’un message UPDATFER. Mais, comme précédemment, entre
I'instant ot un changement de sens d’arc r a été détecté et 'instant oo ’autre noeud i 'extrémité
de I'arc r recoit le message UPDATER lui spécifiant de changer le sens de ’arc r, ce changement
n’a peut-étre plus lieu d’étre. C’est pourquoi, chaque fois qu'un processus regoit un message
lui spécifiant de changer le sens d’un arc, il doit vérifier la validité de l'information contenu
dans le message en regardant le sens des arcs d’orientation o qui déterminent le sens de 'arc r
correspondant. Le sens de I’arc r est ainsi déterminé par des calculs d’orientation (voir section
4.5).

Une fois tous les messages pris en compte, notamment les messages CHANGETERM, CHANGE-
TERMR et UPDATER, qui causent le plus de difficultés, on arrive & un « état de stabilité » pour les
neeuds, c’est-d-dire & un état ot I'information est valide et ne changera plus. C’est le processus maitre
qui détecte cet état, qui est la terminaison (voir section 4.6). Chaque processus affiche alors toutes les
régles de réécriture qu’il a déduites, c’est-a-dire il affiche tous les couples de termes (terml, term?2) tels
que terml est le terme du noeud courant et term?2 est le terme a ’extrémité d’un des arcs r sortant
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du nceud. Chaque processus affiche donc un résultat partiel, et le résultat général de la complétion est
I’ensemble de tous ces résultats partiels.

4.4 Unlification concurrente

Le partage du graphe en processus rend naturel un calcul des contraintes d’unification de bas en
haut (méthode bottom-up) c’est-a-dire en remontant 'information d’un nceud vers ses nceuds péres.
En effet, deux termes sont égaux (donc la contrainte d’unification de 'arc u reliant les deux nceuds
représentant les termes est vraie) si chacun des sous-termes du premier terme est égal au sous-terme
de méme index dans le second terme (donc s’il existe un arc u de contrainte d’unification vraie entre
chaque nceud fils du premier terme et le nceud fils correspondant du second nceud).

Exemple 6 U; est l'arc d’unification u qui relie le neeud représentant le terme f(s1,...,s,) au neud
représentant le terme f(t1,...,1,). Le calcul de la contrainte d’unification ¢; de Uarc Uy dépend du
calcul des contraintes d’unification cq,. . .,cpyq1 des arcs Ug,.. ,Upy1. Onacy =ca Ao A Cpgq.
Ul
f f
Sl\sr1><tl/tn
U U

Fic. 4.4 — Calcul de la contrainte d’unification de Uarc u Uy

4.4.1 Calcul d’une contrainte d’unification

L’algorithme utilisé pour le calcul d’une contrainte d’unification est le suivant.

e Lorsqu’un nceud recoit un message INITS lui indiquant qu’il posséde un arc s entrant, il envoie
aussitot & son nceud pére un message RETS contenant la description de tous les arcs u de
contrainte d’unification vraie qu’il posséde. Le message RETS contient notamment la description
de I'arc « virtuel » u du neeud A lui-méme.

e Lorsqu’un nceud posséde un arc u dont la contrainte d’unification devient vraie, il envoie aussitot
4 tous ses nceuds péres un message RETS contenant la description de ’arc u dont la contrainte
d’unification est devenue vraie.

e Lorsqu’un nceud pére recoit un message RETS d’un de ses noeuds fils, il stocke ce message jusqu’a
ce que tous les noeuds fils lui aient envoyé leur message RETS.

e Le nceud pére regarde alors, pour chacun des arc u qu’il posséde, si c’est & lui de calculer la
contrainte d’unification de cet arc; car pour éviter un double calcul de cette contrainte, seul I'un
des deux neceuds a 'extrémité d’un arc u a I'autorisation de réaliser ce calcul.

e Si pour un arc u un nceud n’a pas 'autorisation de calculer la valeur de cet arc, il envoie au
nceud & lautre extrémité de I’arc u, qui lui a I'autorisation de réaliser le calcul de la contrainte,
un message TESTS composé de tous les messages RETS de ses nceuds fils.
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e Si un noeud a ’autorisation de calculer la contrainte d’unification de I’arc u, une fois le message
TESTS provenant du nceud i P'autre extrémité de ’arc u arrivé, il compare chaque message
RETS contenu dans le message TESTS avec le message RETS provenant de son nceud fils de
méme index, ceci afin de trouver si son nceud fils contient exactement le méme arc u que le
nceud fils de méme index du second nceud pére; si ces deux nceuds fils ont exactement le méme
arc u, il ne peut s’agir que d’un arc u reliant les deux nceuds fils; donc comme la contrainte
d’unification de cet arc u est vraie, et s’il en est de méme pour tous les autres messages RETS,
alors la contrainte d’unification de ’arc u reliant les deux nceuds péres est vraie.

Exemple 7 La figures fig 4.5 monilre comment se fail le passage des messages pour le calcul de la
contrainte d’unification de l'arc u Uy dans le cas de l'exemple 4.4.

TESTS

/\></

INITS

FiG. 4.5 — Passage des messages pour le calcul de la contrainte d’unification de Uarc u Uy

Lorsque le neud représentant le terme sy regoil un message INITS, il envoie a son pére, le neud
Ny représentant le terme f(s1,...,s,), un message RETS contenant la description de l’arc Uy si la
contrainte de cel arc est vraie, el la description d’un arc u virtuel allant du neud & lui-méme. On
suppose que le neud N1 ne peux pas calculer la contrainte d’unification c¢i, donc que le neud Niy
représentant le terme f(t1,...,1,) le peut. Lorsque le neud N1 a re¢cu n messages RETS de ses n fils,
il envoie au neud Ny un message de type TESTS contenant tous les messages RETS qu’il a regus.
A la réception de ce message, Ny compare ses messages RETS auz messages RETS stockés dans le
message TESTS qu’il vient de recevoir pour dire si la contrainte ¢y esl vraie ou fausse.

4.4.2 Changement de la contrainte d’unification

Lorsqu’un nceud traite une configuration S-U-R, un arc s sortant d’index ¢ est enlevé au nceud.
Ainsi les messages RETS requs du fils 7 ne sont plus valides. Ces messages sont donc enlevés de la liste
des messages RETS recus. De plus, normalement, les contraintes d’unification de tous les arcs u du
neeud devraient devenir fausses si elles étaient vraies. Mais on ne tient pas compte de ce changement.
En effet, on est sir que la contrainte va redevenir vraie. Ceci s’explique par le fait que comme la
contrainte d’unification était vraie, on pouvait appliquer 'opération Compact de la section 3.3 sur le
graphe. Si on n’applique pas cette opération, les deux nceuds vont traiter des configurations qui vont
aboutir au méme résultat. En effet, si I'un des nceuds traite une configuration S-U-R, I'autre traite
une configuration S-R, et ’arc u reliant les deux nceuds redevient vrai.

L’application de Compact de fagon concurrente consiste d rassembler toutes les information des
deux processus aux extrémités de I’arc u de contrainte vraie dans un des deux processus seulement et
& détruire 'autre processus.

Dans 'implémentation COCSAD (COmplétion Concurrente SAns Duplication) de la complétion
sans duplication concurrente que nous avons réalisé, nous avons choisi de ne pas appliquer ’opération
Compact, pour des raisons de programmation. Mais son utilisation pourrait étre intéressante.
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4.5 Orientation concurrente

Comme pour 'unification, le partage du graphe en processus facilite le calcul de l'orientation de
bas en haut (méthode bottom-up), c’est-a-dire en remontant 'information d’un nceud vers ses nceuds
péres. Ceci est notamment di au fait que 'on utilise I'ordre de simplification LPO pour réaliser les
calculs d’orientation.

4.5.1 Représentation des arcs d’orientation

Les arc o sont présents entre chaque nceud. Ils sont stockés dans les noeuds des extrémités avec
comme informations : le numéro du processus a ’autre extrémité de I’arc, le sens de I’arc o par rapport
au neeud, c’est-a-dire entrant, sortant ou « égal». Quand le sens d’un arc o est «égal», c’est que les
deux nceuds & ses extrémités représentent le méme terme.

4.5.2 TUtilisation de ’ordre LPO

Le calcul de l'orientation utilise I'ordre de simplification LPQO. Nous allons montrer comment ’on
passe d’une définition textuelle de 'ordre LPO (voir section 1.2.3) & une définition graphique de cet
ordre adaptée a un calcul concurrent.

Le nceud N; représentant le terme f(sq,...,s,) est relié au nceud N, représentant le terme
g(t1,...,1,) par un arc o Og sortant si 'une des conditions suivantes est vérifiée.

e Le symbole du noceud Ny est plus grand que le symbole du nceud Ny dans la précédence utilisée

et le nceud Ny est relié & chacun des nceuds fils du noeud Ny par un arc o sortant. Ceci est
schématisé par la figure 4.6.

- acs

Fic. 4.6 —

e Il existe un arc o sortant ou « égal» d’un nceud fils de Ny vers le nceud N,. Ceci est schématisé,
pour le cas d’un arc o sortant, par la figure 4.7.

o

0

f ———=> ¢

- acs

Fic. 4.7 -

e Les symboles des nceuds Ny et N, son identiques, le nceud Nq est relié a chacun des noeuds fils
du nceud N3 par un arc o sortant, et s’il existe un nceud fils de Ny (relié & Ny par un arc s
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entrant d’index ¢) qui a un arc o sortant vers un noeud fils de Ny (relié & N; par un arc s entrant
d’index ¢), alors tous les arcs o sortant de chaque fils de Ny (relié & Ny par un arc s entrant
d’index j < 7) vers le noeud fils de Ny (relié & Ny par un arc s entrant d’index j < 7) sont de
sens « égal». La figure 4.8 présente le cas ol le n;epm. fils de Ny est relié par un arc o sortant au
Nieme fils de Ny et tous les autres sont reliés entre eux par un arc o de sens « égal ».

__ - acs

4.5.3 Calcul de ’orientation

Dans cette partie, nous allons expliquer comment, en utilisant la description graphique de LPO,
un processus peut ajouter un arc o sortant. Trois messages seulement, INITO, RETO1 et RETO2
permettent d’ajouter tous les arcs d’orientation entre deux noceuds.

Le calcul de l'orientation commence a la réception des messages INITO envoyés par le processus
maitre lors de la phase d’initialisation. Un message INITQO signifie, pour le processus qui le recoit
qu’il a un arc o entrant ou «égal» dont 'autre extrémité est le processus désigné dans le message.
Les messages INITO sont envoyés par le processus maitre de la maniére décrite ci-aprés. Le processus
maitre envoie & chaque processus ayant un arc s entrant un message INITO pour lui spécifier qu’il est
plus petit que le processus & 'autre extrémité de ’arc s. Ceci symbolise la propriété de sous-terme
de l'ordre LPO. Il envoie également & tout processus py du couple de processus (py,pz) représentant
les termes {y, t; un message INITO si 13 est une constante, {; est une constante ou un terme ayant
pour symbole de téte t et { > {5 dans la précédence utilisée pour le calcul de 'orientation. Le maitre
n’envoie jamais deux messages INITQO identiques.

Remarque 7 Chaque neud connail la précédence utilisée pour le calcul de Porientation suile a la
réception du message DICOA (section 4.2).

A la réception d’un message INITO, le noceud stocke cette nouvelle information et envoie des
messages RETO1 au processus désigné dans le message INITO. Chaque message RET(O1 contient le
numéro de processus qui a envoyé RFETQ1, le symbole, le numéro d’un processus pére p de ce processus
et I'index de I’arc s entrant qui permet d’accéder au pére.

La réception d’un message RFETQO1 signifie pour le processus qui le regoit, qu’il existe un arc o
sortant ou «égal» de ce processus vers le processus désigné dans le message. Le processus qui regoit
un message RFETO1 le stocke dans un tableau de « hashing » tab-hash1 auquel on accéde par le numéro
du processus p. Il ajoute un nouvel arc o si I'une des conditions de la section 4.5.2 est vérifiée. L’ajout
d’un nouvel arc o est expliqué en détail plus loin dans cette partie. Il envoie également un message
RETO2 a tout processus relié & lui par un arc s entrant d’index ¢ spécifié dans le message RETO1.
Ce message contient toutes les informations de RETO1, le numéro du processus qui a recu RETO1 et
I'index <.

Le processus qui recoit un message RETOZ2 sauve ce message dans un deuxiéme tableau de
« hashing » tab-hash2. 1l ajoute un arc o sortant vers le processus qui a émis le message RETOI
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et dont l'identification se trouve dans le message RETO2. Il ajoute un nouvel arc o si 'une des
conditions de la section 4.5.2 est vérifiée.

La figure 4.9 permet de visualiser comment est réalisé le passage de messages INITO, RETO1 et
RETO2. Elle permet également de voir les différents contenus des messages.

«Z22> Contenu du message RETO2

“-+7 Contenu du message RETO1

FiG. 4.9 — Passage de messages pour l'orientalion

A la réception d’un message RETO1 ou RETO2, le nceud regarde si 'une des conditions de la
section 4.5.2 est vérifiée pour un nceud particulier N. Pour cela, il utilise le dictionnaire des symboles
avec leur arité et leur ordre dans la précédence et les deux tableaux de « hashing» tab-hashi et tab-
hash?2. Le tableau tab-hashl contient tous les arcs o sortant du nceud, il sera donc utilisé pour vérifier
la premiére condition de la section 4.5.2. La deuxiéme condition est une conséquence de la réception
d’un message RETO2. La troisiéme condition est utilisée en utilisant les deux tableaux de « hashing».
Si I'une des conditions est vérifiée, il ajoute un arc o sortant en envoyant un message INITO au noeud
N.

4.5.4 Changement de sens des arc d’orientation

L’orientation dépend fortement des arcs s, c’est pourquoi le traitement d’une configuration S-U-
R entraine des changements dans le sens des arcs o. Ces changements locaux doivent étre propagés
aux processus péres pour que l'information invalide soit détruite. Toutefois, il convient de créer le
moins de messages possibles pour faire ces changements d’orientation. En effet, lorsque ’on traite une
configuration S-U-R, tous les arcs o sortant gardent ce sens. Seuls les arcs o entrant sont susceptibles
de changer de sens. En effet, le sens d’un arc o entrant peut ne pas changer, s’il existe plusieurs calculs
différents qui permettent d’orienter 1’arc dans ce sens.

4.5.5 Choix d’implémentation

Nous avons implanté le calcul général de tous les arcs o entre les nceuds, mais pour des questions de
temps et de la difficulté d’implanter la méthode, nous avons temporairement mis de coté cette méthode
lorsqu’il s’agissait de faire les changements d’orientation. Nous avons utilisé & la place une autre
méthode ot les arcs o n’existent plus. L’orientation n’est calculée que lorsqu’on a besoin d’orienter ou
de vérifier ’orientation d’un arc r. Ce calcul est basé sur la connaissance des deux termes des noeuds
4 un instant donné. Une fonction compare-strings utilisant les deux chaines formant les termes des
noeuds calcule le sens de I’arc en utilisant la définition de 'ordre LPO.

4.6 Terminaison

Le probléme de la terminaison, comme d’habitude, est un probléme délicat. Ce probléme implique
ici aussi bien les nceuds que le maitre. En effet, c’est le maitre qui doit réussir & prouver que tous les
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nceuds sont inactifs et surtout qu’ils vont le rester, car il n’y a pas de terminaison locale des processus

fils.

4.6.1 Fin de travail d’un nceud

Cette détection n’est pas évidente dans la mesure ol les noceuds eux-mémes ne savent pas quand
ils ont fini leur travail. En effet, les nceuds ne travaillent que par réaction aux messages, c’est-a-dire
qu’ils exécutent en boucle infinie la séquence d’action suivante:

e attente d’un message (état d’inactivité ou idle);

e lorsqu’un message est arrivé, traitement du message (état actif).

L’algorithme employé ne permet pas au noeud de savoir si un message recu est le dernier qu’il doit
recevoir. Le nceud est donc incapable de prédire si un message doit encore arriver ou non.

4.6.2 Acquittements des messages

Pour savoir si un nceud a fini son travail, le maitre doit donc s’assurer que le noeud est inactif et
que plus aucun message ne lui parviendra. Pour cela, le maitre exige de chaque nceud que celui-ci lui
signale I’envoi et la réception de messages. Ainsi, & tout moment, le maitre sait s’il y a encore des
messages qui circulent entre les nceuds et quels sont ces messages.

Les noeuds envoient donc au maitre I’ « enveloppe » des messages qu’ils envoient ou qu’ils recoivent.
Cette enveloppe (ou acquittement) est un message simplifié ne contenant que les identifications des
neeuds source et destination ainsi que le type du message et un drapeau indiquant si ce message a été
regu ou envoyé. Ces acquittements sont cependant traités d’une fagon bien particuliére: c’est quand
le noeud revient en attente de message (et donc redevient inactif) que toutes les «enveloppes» des
messages envoyés et du message regu (il n’y en a qu’un seul entre deux périodes d’inactivité) pendant
le traitement sont envoyées au maitre en méme temps en un seul gros paquet.

Avant d’en parler plus avant, voici comment fonctionne en détail la détection de terminaison dans
le maitre :

e les acquittements de message envoyé sont stockés dans une liste;

e lorsqu’un acquittement de message regu arrive, ’acquittement de message envoyé correspondant
(mémes nceuds concernés et méme type de message) est retiré de la liste;

e siun acquittement de message re¢u arrive avant ’acquittement de message envoyé correspondant,
il est stocké temporairement dans une liste secondaire, et en est enlevé dés que 'acquittement
de message envoyé correspondant a été regu par le maitre ;

e le plus tmportant :lorsque un paquet a été entiérement traité, si les deux listes sont vides, alors
plus aucun message ne circule entre les noeuds, et comme ceux-ci sont inactifs, alors le programme
a terminé.

Prenons le cas ot aprés avoir traité un paquet provenant d’un nceud, les listes se retrouvent vides.
Comment peut-on étre siir & ce moment précis que le noeud pas encore en activité et prét & envoyer
d’autres messages?

Justement par le fait qu’un nceud n’envoie ses acquittements que lorsqu’il redevient inactif. Le
maitre est donc sdr, lorsqu’il recoit une liste d’acquittements provenant d’un nceud, que celui-ci est
inactif. Avec cette précaution, le simple fait de constater que les deux listes sont vides suffit & prouver
que lous les nceuds sont inactifs et que plus aucun message ne circule entre les nceuds.
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4.7 Implémentation

4.7.1 TUtilisation de PVM et de LEDA

La réalisation du programme implantant la complétion sans duplication paralléle a été grandement
facilitée par 1’utilisation des outils PVM et LEDA.

PVM

PVM (Parallel Virtual Machine) [6] est un systéme comprenant un programme démon ajoutant
une fonctionnalité & la machine sur laquelle il se trouve, et un ensemble de fonctions utilisant ce
programme démon permettant la gestion de plusieurs processus tournant en paralléle. En particulier,
ces fonctions simplifient considérablement la programmation de ’envoi et de la réception de messages
entre les processus, permettant au programmeur de se concentrer sur le contenu des messages plutot
que sur toute la « mécanique » de transfert de messages.

Une autre caractéristique trés intéressante de PVM est sa capacité i créer des processus sur
plusieurs machines différentes et a les gérer de fagon totalement transparente pour le programmeur.
Cela permet donc un véritable parallélisme entre processus se trouvant sur deux machines distinctes,
tout en donnant I'impression au programmeur qu’ils se trouvent sur une seule et méme machine
paralléle.

A noter que si plusieurs machines hotes sont précisées (dynamiquement dans le programme ou sta-
tiquement par un fichier de configuration), PVM pratique la répartition de charge (ou load balancing),
c’est-a-dire que lorsqu’un nouveau processus paralléle est requis, celui-ci est créé sur la machine hote
ayant le moins de charge a ce moment précis. Les ressources des machines sont donc utilisées au mieux
par PVM.

LEDA

LEDA (Library for Efficient Data types and Algorithms) [12] est une bibliotheque de fonctions
scientifiques permettant d’utiliser facilement des objets aussi complexes que des graphes de noeuds
reliés par des arcs ou plus simples comme des listes chainées triées, et ceci sans s’occuper de 'implan-
tation en mémoire.

Tous ces objets étant en fait des classes faites en C++ (LEDA est en fait un ensemble de classes),
il est impératif de disposer d’un compilateur C+-+. Cette trés grande collection d’objets explique donc
I'utilisation intensive de LEDA dans ce programme.

PVM et LEDA

Bien que PVM offre des fonctions écrites en C alors que LEDA fournit plutot des classes en
C++, il est trés intéressant de combiner ces deux outils. En effet, LEDA apporte un objet un peu
spécial qui a été évoqué dans le paragraphe précédent, ’objet graphe. Du fait de la nature de cet
objet (un ensemble de nceuds reliés entre eux par des arcs), celui-ci peut étre utilisé pour représenter
des processus concurrents communiquant entre eux, en utilisant PVM pour traduire chaque nceud en
processus et chaque mouvement d’arc en messages entre processus.

C’est cette correspondance qui a poussé a l'utilisation simultanée de PVM et LEDA dans le pro-

gramme COCSAD.

4.7.2 COCSAD

COCSAD (COmplétion Concurrente SAns Duplication) est I'implémentation concurrente de la
complétion sans duplication, tandis que SOUR est 'implémentation séquentielle de la complétion sans

37



duplication réalisée par Christopher Lynch. Une partie du programme séquentiel, plus particuliérement
la construction du graphe A partir des régles de réécriture du systéme i compléter, a été réutilisée
dans COCSAD. La partie 4.8 propose quelques résultats comparatifs des deux systémes.

L’intérét de COCSAD est qu’elle n’utilise pas de mémoire globale. Ainsi, toutes les opérations sont
réalisées localement par chaque nceud, qui est indépendant des autres noeuds. COCSAD utilise donc
pleinement les propriétés du parallélisme. Ce prototype nous a permis de faire des tests et de mieux
situer certains problémes du modéle ou des différents principes utilisés pour calculer 'orientation et
I'unification.

4.7.3 Améliorations et perspectives

COCSAD n’est qu'un prototype et certaines décisions d’implantation utilisées dans COCSAD
méritent d’étre améliorés.

e Il conviendrait peut-étre de réaliser I’initialisation en paralléle lors de I’envoi des messages INI-
TNODE, INITU ... car I'initialisation prend beaucoup de temps.

e Nous avons remarqué également que lorsque la phase d’initialisation nécessite beaucoup d’en-
vois de messages INITU, c’est-d-dire si le graphe représentant le systéme de réécriture initial
4 compléter posséde de nombreux arcs u, beaucoup de calculs concernant le changement des
contraintes d’unification de ces arcs vont étre réalisés. De plus, les messages TESTS et RETS
peuvent étre de grande taille et ainsi nécessiter un temps de traitement assez long. C’est, & notre
avis, le contenu des messages TESTS et RETS qui devraient étre changés, de la fagon suivante:
le but recherché, pour prouver que la contrainte d’unification entre deux nceuds est vraie, est de
trouver s’il existe un arc u vrai entre chacun des nceuds fils de méme index du premier et du
deuxiéme nceud pére ; au lieu d’envoyer des listes d’arcs u dans les messages RETS et TESTS, il
est donc plus simple de n’envoyer dans le message TESTS qu’une liste des nceuds fils du neeud
a Dorigine du message ; le nceud destinataire n’a plus qu’a demander & chacun de ses nceuds fils
8’il posséde un arc u avec le nceud fils de méme index. Le principe général, & savoir 'unification
de bas en haut, est donc respecté, tout en permettant un allégement des messages et des calculs
ainsi qu’une parallélisation de ces derniers.

e Une autre amélioration possible consiste & implanter 'opération Compact en paralléle. Ceci
permettrait de diminuer le nombre de messages et de processus; le processus maitre devrait
alors étre tenu au courant de la mort d’un noeud. Toutefois, le passage des messages pour
regrouper toute les informations d’un nceud dans un autre noeud avant de le détruire peut é&tre
cotliteuse en messages et en temps.

e Une des perspectives importante est 1'utilisation exclusive des arcs o pour le calcul de I’orien-
tation, les changements d’orientation et pour fixer le sens des arcs r. Une connaissance parfaite
des traitements des configurations S-U-R est alors nécessaire pour limiter le nombre de messages
ayant trait aux changements d’orientation. Notre implémentation actuelle utilisant la fonction
compare-strings nécessite trop de maintenance des termes et du sens des arcs r. Et ’envoi d’un
terme peut étre cotiteux si ce terme comporte beaucoup de caractéres. Trop de vérifications sont
nécessaires a chaque réception de message INITR, UPDATER,. .. L’utilisation de cette fonction
4 la place des arcs o fait perdre un des atouts majeur du modéle de calcul que nous avons uti-
lisé, & savoir ’absence de mémoire globale. En effet, tout changement au niveau d’un nceud est
propagé vers ses péres, on essaie ainsi d’avoir un état global cohérent de tout le systéme.

e Une autre perspective est 'extension de la complétion sans duplication close concurrente a la
complétion sans duplication non close concurrente. Mais les problémes de la complétion non close
concurrente sont nombreux et délicats. Nous en citons quelques uns a titre d’information. Un
nceud pouvant représenter plusieurs termes, les calculs de 'unification et de 'orientation doivent
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étre dupliqués, c’est-a-dire qu’un arc u entre deux noeuds a plusieurs contraintes d’unification et
qu’un arc o entre deux nceuds peut avoir plusieurs sens suivants les termes des nceuds considé-
rés. Les simplifications du graphe n’étant plus toujours vraies, des calculs supplémentaires sont
nécessaires pour savoir si effectivement on peux simplifier le graphe.

e Une analyse du comportement de I'implantation serait également intéressante pour mieux com-
prendre le modéle concurrent.

4.8 Reésultats expérimentaux

Dans cette partie, nous allons montrer et analyser les résultats expérimentaux de COCSAD sur
deux exemples.

Pour visualiser les performances et le comportement de COCSAD, nous avons utilisé ’outil gra-
phique PARAGRAPH [7]. Lors de ’exécution d’un programme paralléle utilisant la transmission de
messages, un fichier trace pour PARAGRAPH est créé. Celui-ci réalise donc une analyse post-mortem
du programme. Il fournit plusieurs tableaux appelés « displays» qui permettent de visualiser diffé-
rents types d’information. Les trois principales catégories d’information que I’on peut visualiser sont
la distribution de la charge de calcul sur I’ensemble des processus, les communications entre processus
et les taches. L’étude du programme avec PARAGRAPH nous parait utile car elle permet de valider
le modéle et peut conduire & des modifications de ce modéle.

4.8.1 Exemple small

Dans cette section, le probléme est de compléter ’ensemble d’égalités E en utilisant la précédence
I<k<j<i<h<g< f<e<d<c<b<a.

k(d,d,h(c,c)) k(e c,d)
j(h(ese))  5(d)

lc,e) e

l(g(d,d),c) e

Le temps d’exécution de SOUR, sur cet exemple, est de 0.07 seconde en temps utilisaleur et de
0.21 seconde en temps réel en moyenne. Le temps réel tient compte de la charge et de l'attente du
processus. Le temps utilisateur est le temps d’exécution du code du programme.
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Pour COCSAD, le tableau suivant montre les temps en secondes d’exécution réel du programme
paralléle en fonction du nombre de machines dont on dispose. Le nombre total de processus est , le
nombre maximum de machines sera donc également de

Ces temps d’exécutions varient suivant les exécutions car, en paralléle, une exécution n’est pas
déterministe.

Nombre de machines 1 2 3 5 7 8 10 13 16 21
Temps réel du host 11.47 | 8.38 | 9.68 | 6.62 | 4.49 | 6.74 | 5.74 | 3.82 | 4.90 | 4.24

Les temps d’exécution de COCSAD sont plus importants que ceux de SOUR. Mais cet exemple
est trop petit pour avoir des résultats probants. Le but de COCSAD est de compléter des systémes
d’égalités comportant un grand nombre d’égalités. Si I'on choisit machines pour processus, on
créé un vrai parallélisme toutefois P M n’est trés adapté dans ce cas. En effet, les communications
entre machines sont lentes. Mais dans ce cas, les résultats sont moyens. La meilleure exécution est
obtenue pour I machines.

Les résultats obtenus avec PARAGRAPH sont réalisés sur cinq machines et sont donnés ci-dessous.

La figure fig 4.10 est le « display » Gantt Chart. 1l montre les processus dans chacun des trois
états suivants: busy, overhead?, idle en fonction du temps. Le numéro des processus est sur l’axe
vertical, le temps sur I’axe horizontal avec une unité de temps vaut 0.2 seconde. Le processus numéro

est le processus maitre.

Ce diagramme permet de visualiser le travail des processus de la maniére suivante. Le processus
maitre construit d’abord le graphe. Il lance ensuite les processus fils et leur envoie les messages d’ini-
tialisation. Le processus pére se retrouve alors dans I’état idle (phase rouge sur le diagramme) car il
y a un lemps de latence entre ’envoi des messages d’initialisation et la réception de ces messages par
les fils. Ces fils vont envoyer en retour des messages au pére pour qu’il décide de la terminaison. Le
travail réalisé ensuite par le pére (phase verte sur le diagramme) consiste & calculer la terminaison. Les
processus fils, quant & eux, sont dans ’état idle pendant toute la phase ot le processus pére construit
le graphe. En fait, ils n’existent pas pendant toute cette phase de construction du graphe. Ils passent
ensuite beaucoup plus de temps a faire des calculs (unification, comparaisons, orientation...) qu’a
communiquer. PARAGRAPH permet, de plus grace & cette figure, d’analyser le temps d’exécution de
chaque processus. La figure 4.11 résume le temps passé par chaque processus dans chaque état. L’idéal
serait de pouvoir équilibrer la charge de travail pour chaque processus et qu’un processus ne passe
pas trop de temps & attendre. Les processus fils passent environ cinquante pour cents de leur temps &
attendre sur cette figure, ce qui peut étre un inconvénient. Mais le « travail» est réparti sur tous les
processus.

La figure 4.12 est le diagramme Spacetime de PARAGRAPH. Elle permet de voir [’ordre des événe-
ments au court de I'exécution du programme paralléle. I’axe vertical contient le numéro des processus.
Le temps est sur I’axe vertical. L ’activité des processus est indiquée par des traits horizontaux. Le trait
est vert si le processus est dans 1’état busy et bleu si le processus est dans 1’état overhead. Il n’y a rien
si le processus est dans 1’état idle. Les messages entre les processus sont décrits par des lignes entre
le processus qui envoie le message et le processus qui le regoit, indiquant le temps entre I’émission et
la réception. La couleur des lignes est fonction de la taille des messages en octets. La couleur rouge
rapporte des messages de grande taille.
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Fic. 4.10 — Diagramme ’Gantt Chartt’

4.8.2 Exemple )

Dans cette section, le probléme est de compléter ’ensemble d’égalités E en utilisant la précédence
b>aa>ab>ac>ad>ae>af >ag > f.

aa = f(ab,ab)

ab = f(ac,ac)

po ) a= f(ad,ad)
| ad = f(ae,ae)

ae = flof.af)
flaa,aa) =b

Le résultat de la complétion est le systéme de réécriture R. Les termes des membres gauche des
régles obtenues sont de taille exponentielle, d’ot le nom de cet exemple.
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Fic. 4.11 — Diagramme “Summary’

aa  [(f(S(S(f(afsaf), f(af,af)),

f(f(af,af), flaf,af))), F(f(f(af, af), f(af, af)),
fUaf,af), flaf,af)), [(S(J([(af,af), [(af,af)),
f(f(af,af), flaf,af))), F(f(f(af, af), f(af,af)),
f(fafaf), f(af,af)))))

b [ f(afaf), faf,af)),

f(f(af,af), flaf,af))), f(f(f(af, af), f(af, af)),
f(f(af,af), flaf,af))), [(f(f(f(af,af), f(af, af)),
f(f(af,af), flaf,af))), F(f(f(af,af), f(af, af)),
f(f(af,af), flaf,af)))), F(F(f(f(f(af,af), flaf,af)),
f(f(af,af), flaf,af))), F(f(f(af,af), f(af, af)),
f(flaf,af), flaf,af))), [(f(f(f(af,af), f(af, af)),
f(f(af,af), flaf,af))), F(f(f(af, af), f(af,af)),
f(f(af,af), f(af,af))))))

ae  flaf,af)

ad  f(f(af.af), f(af,af))

ac  f(f(f(af,af), f(af,af)), [(f(af,af), f(af, af)))
ab  f(f(f(f(af,af), f(af,af)), [(flaf,af),

faf,af), f(F(faf,af), flaf,af)), [(f(af,af), [(af,af))))
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Fic. 4.12 — Diagramme ’Spacetime’

Le temps d’exécution de SOUR, sur cet exemple, est de 0.5 secondes en temps réél.

Pour COCSAD, le tableau suivant montre les temps d’exécution réel du programme paralléle en
fonction du nombre de machines dont on dispose. Le nombre total de processus est , le nombre
maximum de machines sera donc également de

Nombre de machines | 1 2 3 4 |5 71 8 1013 |14
Temps réel du host 7274|170 | 52|76 |42 |63 |72 |77 |45

Nous visualisons le comportement de notre programme par les diagrammes Ganit Chart de la
figures fig. 4.13, Summary de la figure fig. 4.14 et Spacetime de la figure fig. 4.15. On voit que beau-
coup plus de temps est passé dans les primitives de communication et que seuls, deux processus
« travaillent ».

Remarque Le nombre de messages C AN ETERM et C AN ETERMR, pour cet exemple, est
important, il est de ordre de . De plus, les termes a passer d’un processus a un autre sont de
grande taille (voir fig 4.15), comme nous le montre le systéme R. Ceci est un argument supplémentaire
prouvant que la méthode utilisant la comparaison de chaines (avec la fonction compare-strings) a la
place des arcs o est une méthode peu performante.
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Fic. 4.13 — Diagramme ’Gantt Chartt’
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Fic. 4.14 — Diagramme “Summary’
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Fic. 4.15 — Diagramme ’Spacetime’
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Nous avons proposé ici une nouvelle méthode paralléle pour réaliser la complétion de nuth-Bendix.
Différentes méthodes de parallélisation de la complétion avaient déja été proposées. La méthode par
di usion de clause avaient été adaptée & la complétion par Maria Paola Bonacina en utilisant une
stratégie basée contraction et un parallélisme au niveau de la recherche. La méthode Team  ork avait
également été utilisée pour implanter la complétion avec également un parallélisme au niveau de la
recherche, mais sans partitionnement de ’espace de recherche.

Le parallélisme de notre modéle se situe, lui, au niveau des termes, il s’agit donc d’un parallélisme
de granularité fine. De plus, selon la terminologie de siang-Bonacina, la stratégie utilisée est basée
sur la contraction. I'un des avantages de notre méthode est de combiner ce parallélisme de granularité
fine avec une stratégie basée sur la contraction. Un autre avantage de ce modéle est le passage de
messages asynchrones grace auxquels aucun travail redondant ou inconsistant n’est effectué.

Nous pensons que le modéle actuel et ses principes peuvent étres améliorés pour conduire plus
tard & une implantation plus performante. D’une part, au niveau du calcul de I'unification de facon
paralléle, une amélioration consisterait & éviter des messages de trop grande taille. D’autre part, au
niveau du calcul de 'orientation de fagon paralléle, une étude approfondie de I'implantation graphique
de 'ordre LPO que nous avons donné serait souhaitable de fagon & limiter les messages inutiles de
changements d’orientations, sachant que le sens d’un arc d’orientation peut étre calculé de différentes
maniéres. Une des améliorations serait également 1’utilisation de I'ordre GPO, ordre général sur les
chemins, et la génération dynamique d’une précédence permettant, si elle existe, d’orienter tous les
arcs o du graphe (dans le cas non clos). Les travaux de Thomas enet vont dans ce sens.

L’une des perspectives de ce travail est le passage de la complétion close a la complétion non close,
pour laquelle les problémes de réalisation d’un modéle concurrent sont nombreux. Par exemple, les
termes non clos ajoutent des problémes supplémentaires cpmme le fait que deux termes ne soient
plus automatiquement comparables, ou que les noeuds représentent différents termes a la fois, ce qui
a respectivement pour conséquence l’existence de plusieurs contraintes d’unification sur un méme arc
u et de contraintes d’ordre sur un méme arc o.

Beaucoup de travail reste encore a réaliser sur le sujet de la complétion sans duplication concur-
rente, car le concept de parallélisme reste encore difficile & maitriser et les machines difficiles a com-
prendre . Mais du fait de ’émergence d’outils d’analyse et d’aide & la conception de programmes
concurrents, ce probléme se fera de moins en moins sentir & ’avenir, permettant un essor encore plus
grand de la programmation concurrente.
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La complétion sans duplication close n’est qu’un cas particulier de la complétion sans duplication
non close. La complétion sans duplication non close s’appuie sur la complétion ordonnée, car les termes
peuvent étre incomparables, et la complétion basique. De ce fait, cette derniére est plus intéressante et
plus difficile & analyser. En effet, comme nous 1’avons vu précédemment , la complétion non close perd
des propriétés, ce qui rend I'implémentation plus difficile & réaliser, car des variables et des contraintes
vont maintenant intervenir dans les calculs. Ce sont toutes ces différences que nous allons maintenant
développer dans les paragraphes suivants.

. ntaxe u rap e

La construction du graphe & partir du systéme de réécriture est la méme que précédemment
dans les grandes lignes. Toutefois, les variables interviennent. Elles sont dupliquées c’est-a-dire qu’il
peut exister plusieurs nceuds dans le graphe ayant comme symbole la méme variable. Les termes sont
toutefois toujours partagés au maximum.

Pour tout arc e de , on définit la fonction ().

Pour tout arc e de sous-termesde , ( )=(, ,k, )avec:

e est une contrainte équationnelle.

e est une substitution de renommage.

e Lk est 'index du sous-terme dans le terme.

e est une information de simplification qui indique le chemin (path) menant au terme qui peut

étre simplifié.

Exemple Soit R le systéme de réécriture suivant

9(f(a)) ¢
R=2 g(f(b) ¢
9(f(a)) d

On considére la construction du graphe de la figure A.1 avec ¢ = g1 = g2, pour distinguer les
di érents g de la figure. Cette construction n’est pas complétement correcte, car le terme g(f(a)) n’est
pas partagé au maximum et le neud g1 du graphe représente plusieurs termes. Mais cetle construction
est proposée a titre d’exemple.

On traite la configuration R-U-R, passant par les sommels g1, go2, ¢ €l d, telle que la contrainte
de Uarc u soit vraie. La contrainte de l’arc u est vraie, si celui-ci est vu comme arc d’unification
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(path1)

f f
S S
101 S
a b

Fic. A.1 — Information de simplification

N

entre g1(f(a)) et ga(f(a)), fausse sinon. Le traitement de la configuration implique Uajout du nouvel
arc r (r). Normalement, on e acerait larc entre g; et c. Toutefois, g1 est le symbole de téte de deux
termes, a savoir g1(f(a)) et g1(f(b)), c’est pourquoi on ne peut enlever l’arc cité. On place alors
sur l’arc s entre g, et { une information de simplification pat qui signifie que g1(f(a)) ne se
réécrit plus en c. Ainsi on conserve la régle g1(f(b))  c¢. Le systéme final obtenu aprés complétion

estR= ¢ dg(f(0) dg(/() .

Pour tout arc e de réécriturerde , ( )=( ,( 1, 2),( 1, 2), )avec:

e est une contrainte équationnelle.

e et 5 sont des substitutions de renommage.

( 1, 2) est une information de simplification qui indique le chemin ( path ) menant au terme
qui peut étre simplifié.

e 0 est une information d’orientation
Pour tout arc e d’unification ude , ( )=(, ,( 1, 2)) avec:
e est une contrainte équationnelle, qui co ncide avec le probléme d’unification décrit par e.

e est une substitution de renommage paramétrant le probléme.

e (1, 2) est une information d’unification qui indique les chemins entre les termes & unifier.

Exemple  Sur Uexemple , Uarc u entre g1 el go posséde une information d’unification car il re-
présente deux problémes d’unification a savoir l'unification entre ¢1(f(a)) et g2(f(a)) et Uunification

entre g1(f(b)) el g2(f(a)).

Lors de la construction du graphe initial, toutes les contraintes sont vraies, les substitutions de
renommage sont triviales. Les informations d’unification, d’orientation et de simplification sont vides.

. émanti ue

Les termes considérés sont des termes contraints provenant de I’ajout possible de sous-terme de
méme index sur le graphe La sémantique des étiquettes des arcs et des sommets du graphe est définie
comme suit

e Tout sommet étiqueté par un symbole de fonction fschématise un terme contraint : f(sy 1,...,s
1A 1T 1AL A A , ol $1 1yeeey S sont les sens des sous-termes sq,...s ,
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15---,  sont des substitutions de renommage et 1,..., sont les contraintes des arcs de
sous-termes reliant fa s;, ¢ 1,..,k

Tout arc de réécriture étiqueté avec une contrainte , des renommages ( 1, 2), allant d’un
sommet de sémantique s 1 & un sommet de sémantique ¢ 2, correspond A une régle de
réécriture contrainte s 1 t o 1 1A 1 2A

Tout arc d’unification de contrainte ( 1, 2) avec 1 et 5 des paramétres, d’'un sommet de
sémantique s 1 a un sommet de sémantique ¢ 2, correspond au probléme d’unification
s1= 19 1 1A 1 2A Les arcs u relient deux nceuds qui ont le méme symbole de
constante, mais également tout sommet s tel que (s) est une variable a tous les autres sommets
du graphe

/N
A

VAN
Fic. A - 5¢é n ¢

R les in érences

a mplét a d pl at l eet défi e parle régle d’ fére e va te D 1,
2et D mmep rle a I ma e régle ’exprme t ave de tra te
égle D 1:

J() A 2 2
I( ) 1 A2 A (1,2 )= L= 2 A
égle D 2:
L2 [ 1 2
f 1A 2 A (g )=t o=
égle D
J 1 1o 1 2
f 1A 2 A (g )=t o=



S e e e m = T
Fic.A3-T h
e thé réme 3 ’applq e égaleme t da le a 1 [11] e tr regle d’ fére e
pré éde te ta réal ée re pe t veme t par de tra f rmat 1 ale de graphe de la fig re
A3
epr e de mplét te & applq er a graphe talt te le tra f rmat |

ale p ble A haq e étape,de al 1 d’re tat ,d fi at et de mat h g t réal é
P rle al 1d re tat ,de x terme e tpa t j r mparable par rapp rt a I’ rdre de
mpl fi at LPO O tl el'alg rthme d° fi at y taxq e a mplfi at ba q e (b -
Jet tl éep rréd rel’e pae de re her he, ma edérr pa la
mplfi at ba q e Elleetét déeda ||

.4 Traitement un exemple

C dér le y téme de 1éé vt re 1 delafig refig A & mpléter ave [ g:

1 0 tr tle graphe a éa ytémederéért re R

0] tr d t ar d’ fi at ue trele de x ymb le e pr bleme d° fi at , de
parametre et ()= f(/() = f() epguet ()

3 O tratela figrat S-U-R mme ca t3d et eterm a te O aj te vel ar
sde & Cet ar et paramétré par | = 1, e velle f  t dere mmage, et
la. tra te (1)= = f( )1 Parlet re rlegraphe, ettetra f rmat de graphe
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rrep dal fére e:

O tr tel fig v ¢t S-U-R de &1 méme O j tel' r s de

méme Cet

r etprmétrépr o = 2, € elle f ¢ de re  mm ge, et |
(2)= = f(2) Cettetr frmt degr phe rrep dal fére e:
JUW)) 2 g(f() 2 S g(fC)) =
flg(g(FC)))=9((SC)) = FC) 1A 1= f() 2

Cet exemple m treq el” pe t rde yle re d le gr phe



Complétion sans duplication concurrente granularité fine

D er pp rt, d de défi t rel t e al dém trt t m tq ede thé
réme t1 t1 réért reetle églté N pré e t de ef t1 pr éd re de mplét de
thBe dx N r ppel e telét tdel’rtd led m edel dém tr t tmtqe
p r llele
mplét d pl t et e mpl tt de 1 mplét tl  tle gr phe e
pr pegé ér ldel mplét d pl t ted t kerle éq t de dép rt d
gr phe Ch q e o dd gr pherepré e te termet d qele v ymbl e tle relt de
terme, deréé rt re,d” fi t etd ret t mplét eteffet ée rlegr phep r
de tr frm t Il le d gr phe e pr pe del mplét dpl t l e t
d é e exe
P . pré e t e elle méth de rre tep rrél erl mplét d pl
t Il e D tre m déle rret, hqe e det pr e etle r tde le de
mm t D 1 term 1 gede g B , tre tr tégeetb ée 1l tr t
r f del mplfi t
Preqe tr  frm t degr phe tl1 le, 1 e ef t etr 1be d’ emém re
gl b le d’ trole gl b 1, eq pe etlepr pl é¢ etdel plprtde
pr gr mme de mplét et de pre e de thé réme t el A e érfi t ‘et ée re,
et tr lred d t ’eteffet é mplét d pl t l epe tdel méme
m ére étre mpl téedef ¢ p r lléle, e gme t tle r de tr te et dere mm ge

e dét 1 d pr gr mme q été mpl téaprtrde e pr pe texp é e t1
y te & rél t tdéert fi de mpre drel’ e eq’l teed 1 réel ¢t
d pr gr mme



